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1. Meétodo de la Elipsoide

Originalmente, fue propuesto por N. Shor (’70) en el contexto de optimizacién convexa. En 1979, Khachiyan mostré, que
haciendo ciertos cambios, este método corre en tiempo polinomial para optimizar PL. Aun asi, en la practica este método
no es muy bueno porque se demora mucho.

Dado K convexo y cerrado en R? (de una manera implicita que se verd més adelante), con K satisfaciendo ciertas hipétesis
minimas, este método puede o bien certificar que K es vacio o encontrard z* € K.

Definicién. Un Oréculo de separacién para K C R¢ es un algoritmo que dado un punto z € R?, certifica que z € K o
encuentra un hiperplano separador, es decir, encuentra a € R? tal que a”z(a”z,Vx € K.
Diremos que el oraculo es polinomial si, dados

= N = # bits del problema original,
= d = dim. del espacio,
» (z) = #Dbits necesarios para codificar z,
éste es polinomial en N, d, (z).
Ejemplo. 1. K ={r € R%: Az <b} con A,b dados. Un oraculo de separacién para K, dado z € R? es el siguiente
= Se denota a; a la fila i-ésima de A.
= Revisar para todo i si aiTz <b.

= Si es cierto, respondemos z € K.

= Si no, devolvemos el a; donde falla.

2. Dado G = (V,E),d=|E|. K = {z € R : 2(§(5)) > 1,¥2 € S C V,x > 0}. Si queremos un oréculo polinomial, no
podemos revisar todas las desigualdades, pues hay una cantidad exponencial de ellas. Sin embargo, podemos hacer
lo siguiente:

s Revisar si 2z > 0.

» Revisar si mingcscy 2(6(5)) > 1. Para ello, basta calcular el corte global minimo S* con respecto al vector de
capacidades z y revisar si z(6(5*)) > 1. Si no lo es, devolver el hiperplano z(6(5*)).

Definicién. Una elipsoide £ C R? es una transformacién lineal afin invertible de B(0,1).
Ejemplo. Si T(z) = Mz + b con M invertible,
T(B(0,1)) ={T(z) :a’ae <1} ={y: (M~ (y—b)"(M Ny —b)} ={y: (y =) (M )M ) (y—b) <1}
Si llamamos A = M MY, entonces T(B) = {y : (y — b)A~ (y — b) < 1}. A esta elipsoide la llamaremos E(b, A), donde A
es definida positiva. De hecho toda elipsoide se puede escribir de esta manera.
Proposicién 1. » B(0,7) = E(0,721).
;
= Una elipsoide alineada con semiradios r; es E | 0,
2
Ta

= Vol(E(b,A)) = Vol(B(0,1))vVdet A = Vol(B(0,1)) [T Vi, donde X\; son los valores propios de A.
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DATOS: Convexo cerrado K con ordculo de separacién. Se supondra que se tienen p, R tales que K C B(p, R) y [ tal que
si K # &, entonces Vol(K) > [. Alternativamente, se puede dar un r tal que si K # &, entonces existe ¢ € K tal que
B(ce,r) C K.

E < B(p, R);
while Vol(E))l do
if p (centro de E) estd en K then
| Devuelve p;
end
else
Usar oraculo para encontrar ¢ tq K C EN{z:clz < cT'p};
E + el elipsoide de volumen minimo que contiene E N {z : 'z < ¢T'p};
end

end
return “K = @”

Lema 1 (de la media elipsoide). E(a, A) N{z : cf'ax < cla} estd contenida en E' = E(a’,A’) con d’ = a A =
d? 2 Ac Vol(E') 1
— [A———wT" b= <ezd.

21 ( dt 1 ) “nt=Vaae ! vo(e) =€

Observacién. Si usamos este método de manera exacta, entonces en la i-ésima iteracion, para la elipsoide actual (E;),
tenemos

5

Vol(E:) 11 VOl(E;) <ort

Vol(Ey) _Fl Vol(Ej_1) ~

Luego, sii > 2d1n (%EO)), entonces Vol(E;) < 1. Luego, el algoritmo termina usando O (dln (d%)) =0 (d2 In (%))
trabajo y llamadas al ordculo.

Veamos ahora como reducimos un problema de optimizaciéon en un problema de factibilidad.

Idea 1: Queremos min,¢ x w'z. Podemos revisar K, = K N {z : wz < v} y hacer btisqueda binaria en v.

Idea 2: Para programacién lineal dada por min{w”z : Az < b}, se tiene que si x* es 6ptimo, entonces existe y* éptimo
para max{b'y : ATy = w,y > 0} tqwTz* = Bly*. Entonces la idea es buscar (;) € {Ax < b, ATy =w,y > 0,wlx = cTy}.
El problema aqui es que puede ser un punto y no tener volumen.
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Teorema 1. Si K es convexo cerrado en R?, dado por ordculo de separacién polinomial, y R,r son como en las hipdtesis,
entonces el método de la elipsoide resuelve factibilidad en K en O (d2 In (5)) iteraciones.
Ademds, usando la Idea 1, se puede encontrar x € K tqw”z* < wlx < w’z + ¢, donde x* es minimo de {wTz : z € K},

en tiempo polinomial en (c) y —.
€

Teorema 2 (Khachiyan). Sean P = {x : Az < b} con A € Z™*4 b € R™ y U el valor absoluto del coeficiente mds
grande de A yb. Luego, el método elipsoidal resuelve factibilidad en tiempo polinomial en m,d ylogU. Ademds, si c € 77,
podemos optimizar ¢Tx en P usando un nimero polinomial en log(Crrax),d ylogU de llamadas al método elipsoidal que
revisa factibilidad.

Teorema 3. Sean S C {0,1}¢, P = conv(S) dada por un ordculo de separacion polinomial. Si P es de dimension
completa, entonces podemos encontrar un vértice éptimo de P para min{cTz : x € P} en tiempo polinomial usando
O(d®log(deprax)) trabajo y llamadas al ordculo de separacion.



