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1. Problema de asignacion.

Consideremos A y B conjuntos disjuntos, con |A| = |B| = n, y una matriz C;; € R U {oo}, coni € Ay j € B. Quere-
mos encontrar un matching perfecto M y de costo minimo en G = (AUB, ), donde G es un grafo bipartito completo, es
decir, estan presentes todas las aristas que van desde A hasta B.

Recordemos primero un par de definiciones. Diremos que un matching en E es un conjunto de pares disjuntos de elementos
de F, y diremos que el matching es perfecto cuando este cubre todos los vértices, es decir, para cualquier vértice del grafo
existe alguna arista del grafo adyacente a éste.

Modelemos este problema como un programa entero, es decir, como una coleccién de desigualdades que satisfacen
ciertas variables restringidas a valores enteros:

Vi,j € B, Xij = lijem.
ZXij = 1,Vz € A.
jeB
ZXU =1,Yj € B.
i€A

Las tltimas dos condiciones son necesarias para tener un matching perfecto pues se traducen en que cada vértice de A es
adyacente a una tnica arista del matching M y lo mismo para cada vértice en B.

(P entero).
IP :min Z Cinij.
ijeE
Sujeto a
jeB
ZXU =1,Yj € B.
i€a

Xij € {0,1} (*)

Notemos que si relajamos (*) obtenemos un programa lineal:

(PL) : min Z Oinij~

ijEE
Sujeto a
ZXij = 1,VZ € A.
jEB
> X =1Yj€B.
i€a
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(No es necesario pedir X;; < 1 pues las restricciones de arriba garantizan eso).

Ahora bien, SIMPLEX no es un algoritmo polinomial, por lo tanto lo que haremos sera apoyarnos en la teoria de dualidad
para constuir un algoritmo apropiado para este problema.

Consideremos P C RE el conjunto descrito por las desigualdades, P es entonces un poliedro acotado (mejor dicho un
politopo). Recordemos que x es punto extremo del poliedro P si y solo si z no se puede escribir como combinacién convexa
de 2 puntos distintos de P: x = A\xy + (1 — N)zy = 21 = 2».

Otro teorema que sabemos es el siguiente:

Para todo punto extremo z* de P existe ¢ € RF tal que 2* es el inico minimo de min c'z.
zEP

Luego si optimizamos una funcién lineal sobre P su minimo se alcanza sobre un punto extremo del poliedro.

El objetivo de esta clase es probar el siguiente teorema:

Teorema 1. El politopo P definido en (PL) tiene todos sus puntos extremos en {0,1}£.

Observacién: Llamemos z;p al valor del programa entero y zpy al valor de la relajacién. Sabemos que zp; < z;p
debido a que (PL) es una relajacién de (IP), ahora si el teorema de integralidad fuera cierto entonces tendrAnamos que
zpr, = zrp. Esto es bueno pues queremos usar resultados de dualidad de (PL).

La demostracion del teorema sera algoritmica:

Z Xi; =1 Asociaremos esta restricciéon a variables u; € R.

jeB

ZXU = 1Y a esta asociaremos variables v; € R.

€A

Supongamos que para todo i € Ay j € B existen u; € Ry v; € R tales que u; + v; < Cy;. Luego, para todo x € P se
tendra que:

Zcijxij > Z(u +v;) Xy (1)
j = ZulX” + Zv] i (2)
_ZUZZX”JFZ%ZX” (3)

- Zul + Zvj, (4)

en donde hemos usado las reestricciones del problema para llegar a la tltima igualdad. Con todo esto, concluimos que:

I?%XZ w; + Zvj < mm Cij Xij. (5)
ij
ui +vj < Cij (6)
Supongamos ahora que z* € P es minimo para el programa lineal y (u*,v*) € D es maximo para su dual. Luego, por

holgura complementaria se tiene que C;; = uj + v}, para todo par i € A,j € B tales que z}; > 0.
La idea sera entonces la siguiente:

1. Consideremos la solucién dual factible inicial (u,v), conu =0y v; = ml’/? Cij.
1€

2. Supongamos que (u,v) es la solucién dual factible actual y definamos w;; = Cj;; — u; — v; > 0, para todo par
i € A,j € B. Si existe un matching M cuyo valor es igual al valor de (u,v), entonces ij € M implica que X;; =1, y esto a
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su vez implica (debido a la holgura complementaria) que w;; = 0. Se tendrd entonces que M C Fy := {ij € E : w;; = 0}.
Teniendo en cuenta esto, una estrategia razonable consiste en encontrar un matching perfecto cualquiera M* cuyas aristas
pertenezcan a Fy. Notemos que, de existir tal matching perfecto M™*, entonces se debe tener que:

valor(M™) = Z Cij = Zuz + Zvj.

ijeM icA jEB

En otras palabras, cualquier matching perfecto cuyas aristas pertenezcan a Fy es solucién éptima del problema original.
Conocemos un algoritmo que nos permite encontrar un matching de cardinalidad méxima (el que usa caminos aumentan-
tes) en grafos bipartitos. Denotemos por M’ al matching encontrado de esta forma. Si el matching M es perfecto, entonces
debe ser de costo minimo para la matriz de costos C. En caso contrario, podemos construir un digrafo auxiliar (agregando
un nodo extra s), a partir del grafo original Gy del matching M, tal cual se hizo en la demostracién del teorema de Koénig.
De hecho, si denotamos por L al conjunto de nodos de G que son alcanzables desde s, teniamos que:

[M|=[(A\ L) U (LN B

Usaremos esto para mejorar la soluciéon del problema dual. Sea § = min wi;. Definamos también, para i € Ay
i€ANL,jEB\L
Jj € B:
u,_ Ujg ,ZGA\L 7],_ ”Uj ,]GB\L
T lu; +0 ,i€ANL 77w -6 ,je€BNL

Probemos que el par (u’,v") es dual factible. En efecto, analicemos caso a caso:
» Sii€ A\ Lyje€ B\ L, entonces uj + v} = u; + v;.
» Sii€ ANLyje€ B\ L, entonces u; + v} = u; +v; + 6 < Cyj.
» Sii€ Ay je€ BnNL,entonces uj + vj < u; +vj.
Ademas se tiene que:
Suf+ Y vi=> ui+ Y v +8(|AnL|—[BNL),
icA jEB icA jEB
endonde |[ANL|—|BNL| =|ANL|+|A\L|—|A\L|—|BNL|=|Al - (JA\L|+ |BNnL|) =|Al - |M|>0.

En conclusién, hemos probado que (u’,v") es mejor solucién que la anterior.

Observacién: en cada iteracién, el conjunto Fy cambia (no necesariamente crece), pues en cada iteracién ingresa la arista
que minimiza la cantidad §. Veremos en la préxima clase que, en cada iteracién, el conjunto B N L crece, y esto puede
ocurrir a lo mas n veces, pues de no ser asi, |M| aumentarfa. En conclusién, en O(n?) iteraciones, el cardinal de M es
maximo, y asi, se tiene un tiempo de ejecucién polinomial.



