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Catedra 15

1. Algortimo Hingaro Primal-Dual

Recordemos que el algoritmo hungaro primal-dual recibe como entrada una matriz de costos c;; y devuelve un matching
perfecto M de costo minimo junto con el par (u,v) dual éptimo. Veamos su seudocddigo:

Algoritmo 1 Algoritmo Hungaro Primal-Dual
: Solucién Inicial:
Uj < 0, Vi € A.
Vj < minieA C,’j,Vj € B.
Wij £ Cij — Ui — Vj.
Fo<—{ij6E:wl-j:0}.
M < matching méximo en Fjp.
while (M no es matching perfecto en F) do
s < nuevo vértice fuera de AU B.
Fuir < {(i,j) e Ax B:ije F,b\ M} U{(j§,i) e Bx A:ij e M} U{(s,i) € {s} x A:ies M-expuesto}.
L + vértices alcanzables desde s en (V + s, Fy;.).
0 < minjcAng jeB\L Wij-
u; < u; +0, Vi € AN L.
Uj<—11j—(5, Vje BNL.
Actualizar Fy y M.
: end while
return M, u,v.
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Es importante recordar que el algoritmo recién enunciado encuentra un matching perfecto de costo minimo en el grafo
bipartito G = (AUB, E) con E = A x B,|A| = |B| =ny C;; € RU{+00}. Ademads se basa es la siguiente igualdad entre
los valores 6ptimos de los problemas primal y dual:

min E TijCij = méxg uﬂ—g b;

i€A,jEB icA jEB

Ss.a S.a

inj‘:leEB ui—|—vj§cij
%

Z,’L‘ij:1Vi6A
J
x>0

Los siguientes resultados seran consecuencia de la correctitud del algoritmo.

Teorema 1 (Birkhoff - Von Neumann).
Todo punto extremo del politopo P = {x € RF : Zj xy; = 1,) x5 = 1, > 0} es integral y en particular es el vector
indicatriz del algun matching.

Teorema 2 (Konig-Egervary).
Si los costos ¢;j son enteros, entonces existe el par (u,v) solucién dual dptima entera.
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El siguiente diagrama explica el funcionamiento del algoritmo:

holgura ;
si
(u,v) complementaria > Trata de encontrar -
dual factible matching perfecto de
igual valor.

no
t mejorar (u,v) - | Retornar (M,u,v) |

Figura 1: Esquema del algoritmo hingaro.

Veamos qué pasa al salir del ciclo while. Entonces, si M es perfecto, tenemos que Z Cij = Zui + Zvj , ya
ijeM i€A JjEB
que M C Fpy. Luego, si el algoritmo termina, tendremos que su soluciéon es éptima. En lo que sigue mostraremos que el
algoritmo siempre termina.
Si al principio de una iteracién M no es perfecto, entonces C' = (A\ L) U (BN L) es un cubrimiento minimo de Fy.

A B A B

4E M
» < Fo\M

(V,M) ((V+s),Fair)

Figura 2: Construccién del grafo dirigido.

Probemos por contradiccién que C es cubrimiento. Supongamos que ¢ € ANL,j € B\ L son tales que ij no esta cubierto.

A\L B\L
el
ANL BNL
i

Figura 3: Cubrimiento minimo de Fj.

w ij & F, \ M pues entonces (i,j) € Fgu;, pero i es alcanzable y j no es alcanzable, lo cual es una contradiccién.

= 5 & M pues si estuviera seria el inico arco con cabeza en i en Fy;,.. Pero i es alcanzable y luego j es alcanzable, lo
que también es una contradiccién.

Luego C es cubrimiento de F,.
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Veamos que |C| = |M]. En efecto, si ij € M, entonces, o bien ambos i y j son alcanzables, o bien ambos no lo son.
Por lo tanto, las aristas de M tienen un solo extremo en C y luego, necesariamente, |M| = |C|.
Volvamos al algoritmo.

A\L B\L

Como C es un cubrimiento de Fy, las aristas ij €
-0 ANLx B\ L no estdn en Fy. Por lo tanto, § =

mingjc anrxB\L Wij > 0.

0l ANL BN L

Figura 4: Cubrimiento minimo de Fj.

Llamemos v’ y v’ a los vectores calculados en las lineas 12 y 13 del algortimo. La clase pasada observamos que
ui + v} > Cyj,Vi, j € Ax B. Con lo cual, (u',v") también es factible.
Por otro lado tenemos que el costo de la nueva solucién dual menos la antigua, u'(A) +v'(B) — u(A) — v(B) es igual a

0(|JANL|—|BNL|)
=0(|Al = (JA\ L] + |B N L) >4-1
=0(|Al — |M])

Lo anterior dice que en cada iteracién en que M no es matching perfecto, encontramos una soluciéon dual que es estricta-
mente mayor que la solucién dual anterior, con lo cual nos acercamos a la soluciéon 6ptima. Veremos a continuacion que el
numero de iteraciones necesarias para llegar al 6ptimo es finita y acotada por un polinomio.

Lema 1. El nimero de iteraciones es O(n?).

Demostracion.

A\L B\L

Fy cambia, pero si e € M C F{, entonces e
estd siempre en Fj.

v ANL . BNnL |°®

»
>

Figura 5: Iteracion del algoritmo.

El tamafno de M (]M]) no decrece. Llamemos iteracién exitosa si |M| crece (no pueden haber mas que n iteraciones
exitosas).Veamos que entre 2 iteraciones exitosas hay a lo mds n iteraciones. Entre iteraciones exitosas M es maximo y no
cambia.
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Afirmacién: Si v € L al principio de una iteraciéon no exitosa, entonces también lo estd al final. En efecto, como es alcanz-
able y como M no cambia, sigue estando ahi.

podrian salir de F,

A\L B\L

AN L BNL

14

Figura 6: Modificacién de Fj.

Pero si 6 = wyrj, coni’ € ANLy j € B\ L, entonces ¢'j entra a |Fy|. Por lo tanto |B N L| aumenta en 1 unidad
durante una iteracién no exitosa, lo que no se puede hacer més de n veces y entonces se prueba el lema. O
Observacién 1. Una iteracién del ciclo while, toma O(n?) y por lo tanto el algoritmo termina en tiempo O(n?).
Observacién 2. Se puede mejorar a O(n®logn) con colas de prioridad.

En las paginas anteriores probamos que el algoritmo primal-dual resuelve el problema de asignacién de costo minimo
en tiempo polinomial. Gracias a esto podemos probar el Teorema 1:

Demostracion. Para toda funcién de costo ¢, la expresién ¢z con z € P se minimiza en un punto con coordenadas enteras,

de aqui se deduce que todo punto extremo de P es integral. O

Otra forma de plantear el Teorema 1, es decir que P es la envoltura convexa, osea,

P = conv({zps : M matchings perfectos en E}).

Con esto tenemos que si x esta en P, entonces existen matchings My, ..., My, y coeficientes Aq, ..., Ax, € [0,1] con Zle A=1
k

tal que = = Z AiXM; -

La demostracmn del Teorema 2 es inmediata del hecho que si los costos ¢;; son enteros, entonces los valores w;j, 6, u;, v;
del algoritmo siempre son enteros. Y por lo tanto al final (u,v) son enteros.

1.1. Algunas consecuencias interesantes

Resultado Birkhoff-Von Neumann para G = (AUB, F) grafo bipartito no necesariamente completo, con |A| = |B|:

|
-
8

vV
(a)
——
Il

Pmdtchmg perfecto — {1‘ S RE me =1 szj = COHV({XM M matching perfecto en E})

Pratching = { € RE . qu <1 Z xi; <1,z >0} = conv({xa : Mmatching}).
€A jEB
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Demostracion. Sea z* punto extremo de Puatching perfecto ¥ Supongamos que x* no es integral. Consideremos F' = {e € E :
x} € (0,1)}. Notemos que para todo vértice i en G, el grado de i en F, dp(i) # 1 (puede ser 0, 2 0 més), pues Zj x5 = 1.
Luego (V, F) es un grafo sin vértices de grado 1y, por lo tanto, existe un ciclo C C F.

Como G es bipartito, el ciclo es par. Enumeremos las aristas de C' en el orden que aparecen y llamemos CT a los
pares y C~ a los impares.

Sea § > 0 pequeiio a ser elegido después. Definamos:

x; si e¢gC x; si egC
zh=¢ xt+0 si egdCt T, =4 xf—0 si egCt
xi—46 si egC™ x5+ si egC”
Si ¢ es suficientemente pequetio (6 = min{min{z} : e € C~};min{l — z} : e € CT}}), entonces z* y = son puntos de
Pratching perfecto- Ademads tenemos que esto contradice la definicién de punto extremo, pues z* = %(x*‘ +z7). O

La demostracién para el politopo Prqiching queda propuesta como problema controlable.



