Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas Universidad de Chile

MA4701. Optimizacion Combinatorial. 2013.
Profesor: José Soto

Escriba(s): Rodolfo Nufez U. y Sebastidn Urzta B..
Fecha: 23 de Septiembre de 2013.

Catedra 9

1. Principio de Optimalidad de Bellman Especializado

Sea G = (V, E) un grafo dirigido, s € V. Sea | : E — R una funcién de largos conservativa (esto es, no hay ciclos
negativos). Queremos calcular los caminos de costo minimo de s a cualquier v € V, con d(s,v) el largo de este camino.
Para esto, enunciaremos el Principio de Optimalidad de Bellman Especializado.

Teorema 1. Sea P un camino de s a v, de largo minimo usando a lo mds i nodos intermedios. Sea e = (u,v) el dltimo
arco de P. Entonces P — e es un camino de s a u de largo minimo usando a lo mds i — 1 nodos intermedios.

Demostracion. Sea R un camino de largo minimo de s a u que usa a lo mas ¢ — 1 nodos internos. Veamos primero que
pasaria si R no tomara la arista e. Si R no pasara por v, entonces R+ e es (s,v)—camino que usa a lo més ¢ nodos internos.
Esto implica que I(R+e) = I(R) +(e) > I(P), por lo tanto I[(R) > I(P) —l(e) = (P — e). Ademads, como suponemos que
R es un camino de largo minimo entre s y u que usa a lo mas ¢ — 1 nodos internos, tenemos la otra desigualdad, lo que
nos dice que I[(R) =I(P —e).

Por otra parte, considerando el caso cuando R toma el nodo v, consideremos Ry, y R, las dos partes de R, divididas
segun el nodo v. En el caso de agregar la arista e se forma un ciclo dirigido C, es decir, R+e = Rs, +C, con C = Ry, +¢€
. Sabemos que [(R) < [(P — e). Supongamos por contradiccién que [(R) < I(P — e). Luego I(C) = l(Ry,) + l(e) =
I(R)=1(Rsy)+l(e) <UR)—IU(P)+I(e) <I(R)—I(P—e) <0, pues P es minimo, y ademés suponfamos que I(R) < [(P —e),
y que [ es una funcién de largos conservativos. Esto implica que [(C') < 0, lo que es una contradiccién.

O

1.1. Algoritmo de Bellman-Ford

Definimos el algoritmo de Bellman—Ford como en el Algoritmo 1. Notaremos al predecesor de v en el camino i—éptimo

de s a v como ;(v). Este algoritmo llena una tabla de d;(s,v), y una tabla m;(v), con ¢ =0,...,n—1y v € V. La idea es
probar que d;(s,v) es el largo del camino minimo de s a v usando a lo més ¢ nodos intermedios.
Ademés, si llamamos B;(s,v) al paseo de s a v dado por el reverso de (v, m;(v), m;—1(m;(v)),...,s), entonces B;(v, s)

es el camino de costo minimo de s a v usando a lo mas 7 nodos.
Notaremos el valor null como L.
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Algoritmo 1 (Schimbel 1955, Ford 1956, Bellman 1958, Moore 1959)
Require: G = (V, E), s € V, funcién de largos I.
Ensure: d;(s,v), m;(v).

1: Dado s € V

2: do(s,s) =0,m(s) = s {por convencién}

3: for allv € V do

(400, L) si(s,v)¢ E

4 (do(s,0),mo(v)) = (I(s,v),s) sino

5: end for

6: forall i=1:n—1 do

7. for allv eV do

8: A= Ug;{r}v) di—1(s,u) +(u,v)

9: U* =argmin  d;_1(s,u) + {(u,v)
Ueds—(v)

10: if A<d;_1(s,u) then

11: d;(s,v) = A and m;(v) = U*

12: else

13: di(s,v) = d;—1(s,v)

14: end if

15:  end for

16: end for

1.2. Complejidad del Algoritmo 1

En la linea 3, tenemos un for que recorre todos los nodos y hace un trabajo constante para cada uno, por lo que es
O(n).

En la linea 6, tenemos un for sobre i que es O(n), dentro del cual, en la linea 7, encontramos un for sobre v € V que
también serd O(n). El trabajo que se realiza dentro de estos for, en las lineas 8 y 9 es el de encontrar un minimo buscando
en las aristas del grafo, por lo que puede ser de orden O(m). Por lo que en esta seccién tenemos un orden de O(n?m).

En la linea 10 hay un if dentro del cual realizamos un trabajo constante.

A la répida, se concluye que el algoritmo demora O(n +n?m). Sin embargo, se puede hacer un analisis mas exhaustivo
del algoritmo para mejorar el tiempo de ejecucién y obtener O(nm).

Notemos que la busqueda del minimo y argmin en las lineas 8 y 9 se realiza sobre U € §~ (v), por lo que solo necesitamos

probar O(deg(v) casos. Por lo tanto, un mejor andlisis del orden del Algoritmo 1 seria O(n+m >, >. O(1)) por el
veEVeed (v)

“Handshaking Lemma”, esto es igual a O(n+n Y. O(1)) = O(n 4+ nm) = O(nm).
ecE

1.3. Correctitud del Algoritmo 1

Teorema 2. El Algoritmo 1 es correcto, es decir, d;(s,v) es el largo del camino minimo de s a v usando a lo mds i nodos,
mi(v) son los predecesores de v en el camino i—dptimo de s a v y B;(s,v) es un camino de costo minimo de s a v usando
a lo mds i nodos.

Demostracion. Por definicién del algoritmo 1, si d;(s,v) < +o0, entonces d;(s,v) = I(B;(s,v)), siendo B; un paseo de s a
v con a lo més ¢ nodos intermedios. Por otra parte, si d;(s,v) = +00, luego v no es alcanzable desde s en a lo mas i + 1
pasos. Ademas, B;(s,v) es un paseo minimo de s a v con a lo més i nodos intermedios. Probaremos que B;(s,v) es camino,
es decir, no repite vértices.

Observaciéon 1. FEsto vale incluso si la funcion de largos | no es conservativa. Ahora usaremos que | es conservativa para
probar que B;(s,v) es camino.

La demostracién a continuacién procedera por induccién sobre i, las iteraciones del algoritmo.

1 =0 Es trivial, porque tenemos un paseo sin aristas.



Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas Universidad de Chile

i>1 Seaw € Vy Pun camino minimo de s a v usando a lo més ¢ nodos intermedios. Asi que se tiene que [(P) > I(B;(s,v)).
Sea e = (u,v) el dltimo arco de P. Por el Principio de Bellman, sigue que I[(P —e) = I(B;_1(s, u)), ya que B;_1(s, u)
es el camino de largo minimo de s a v que usa a lo méas 7 — 1 nodos intermedios, por hipOtesis inductiva. Asi, se tiene
P — e es camino 6ptimo de s a u que usa a lo mas ¢ — 1 nodos intermedios.

Ademas,
I(P)=1l(P—e)+1(e)
UP)=d;i—1(s,u) + l(u,v)
I(P)>d;(s,v) = U(Bi_1(s,m(v)) + I(m;(v),v)).

Verifiquemos que, si I[(P) > I(B;_1(s, m;(v)) + I(7;(v),v), se llega a una contradiccién. En efecto, asumamos cierto
que I(P) > I(B;—1(s, m(v)) + l(m;(v),v). Luego, B;(s,v) seria un no-camino, es decir, B;(s,v) = BUC, con B un
(s,v)—camino y C un ciclo. Entonces se puede decir que I(C) = I(B;(s,v)) — I(B) < 0, de lo que se infiere que
I(C) =0, ya que [ es conservativo. Sea w = 7;(v), con j nimero de nodos internos de B, y u = m;(v) un nodo en en
ciclo. Claramente w # u. Pero entonces el predecesor de v cambié entre las iteraciones j e i. Luego d;(s,v) > d;(s,v),

por lo que [(B) > I(B;(s,v)), con lo que se concluye que [(C) < 0, lo cual es una contradiccién con el hecho de que
[ era conservativa.

Por lo tanto, B;(s,v) es camino y I(B;(s,v)) = I(P).

Teorema 3. d,_s(s,v) = d(s,v), Vo € V.
Demostracion. Notando que cualquier camino de n nodos desde s hasta v tiene n — 2 nodos intermedios, se concluye. [

Luego, 7(v) := m,—2(v) es predecesor de v en algin (s,v)—camino 6ptimo.
Definamos ahora H := (V, F'), donde F := {(w(v),v),v € V — s tal que w(v) #L}.

Observacion 2. H; es un drbol dirigido desde s. Esto se conoce como arborescencia.

Ademas, el inico camino de s a v (si existe) en Hy es camino de largo minimo en G de s a v. H, se llama drbol dirigido
de caminos minimos.

Teorema 4. Sea l funcion de largos arbitrarios. Se aplica el Algoritmo 1 de todas maneras. Luego, existe C ciclo negativo
alcanzable desde s sty solo si v € V tal que d,,—1(s,v) < dy,(s,v), y en ese caso podemos encontrar C en tiempo O(nm).

Demostracion.

< Sidp—1(s,v) < dp(s,v), entonces By,_1(s,v) # Bp_2(s,v). Luego, B,_1(s,v) = Bp_2(s,v) + (mp—1(v),v). Como
B,,—1(s,v) debe tener ciclo, eso implica que dicho ciclo debe tener largo negativo. Queda propuesto encontrarlo.
Usando la contruccion de arriba, podemos detectar si existe algin ciclo negativo en todo G.

= Razonando por contradiccién, supongamos que, Vv € V,d,(s,v) = d,—1(s,v), ya que el otro caso no tiene sentido
por la definicién de d,(s,v), ya que es un minimo y al aumentar n solo le damos més opciones para minimizar. La
idea de la demostracién es ver que todo ciclo alcanzable desde s es no negativo.

Sea C' un ciclo alcanzable desde s, denotamos C' = vq,vs,...,v; su secuencia de vértices. Entonces se tiene que
todos los d,_1(s,v;) son finitos, y ademds, por la descripciéon del algoritmo, d,(s,v1) < dn—1(s,vx) + (v, v1)
y ademds d,(s,v;) < dp—1(s,v;) + l(v;—1,v;) para ¢ = 2,... k. Sumando todas estas desigualdades obtenemos

Zle dn(s,v;) < (Zle dn—1(s,v;)) + I(C). Es decir, Zle(dn(s,vi) —dn-1(s,v;)) < I(C) < 0. Luego, el lado
izquierdo es 0 por la suposiciéon por contradiccion y obtenemos que 0 < 0 que es una contradiccién, con lo cual
concluimos.

O

Corolario 1. En O(nm) se puede detectar la existencia de un ciclo negativo, sin importar si es o no alcanzable desde s.
Ademdas, de existir, puede ser reportado en el mismo tiempo asintotico.

Demostracion. Para esto, basta modificar el digrafo, agregando un nodo sg y un arco de largo 0 desde s hacia cada nodo
del grafo G, y luego aplicar el Teorema 4 al digrafo aumentado, partiendo desde sg. O



