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Catedra 8

1. Distancia entre grafos dirigidos

1.1. Problema del (di)camino de largo minimo

Sea G = (V, E) un digrafo, s € V,t € V y sea | : E — R una funcién de largo. Se desea encontrar, si es que existe, un
s —t camino de largo total minimo. Es importante notar que al hablar de largo no nos estamos refiriendo necesariamente a
cantidades fisicas, y es por eso que la funcién [ puede tomar valores negativos. Asi se le puede dar aplicaciones econémicas
y, por ejemplo, interpretar los arcos del digrafo como el trayecto desde un nodo hacia otro, que puede reportar ganancias
o pérdidas de dinero; conviene, entonces, para viajar de s a t, buscar el s —t¢ camino de largo minimo, con funcién de largo
dada por I(u,v) = —la ganancia de viajar de u a v.

Observacién. FEls—t paseo de largo minimo puede no estar definido. Puede ocurrir que exista un ciclo de costo negativo
en el s —t paseo, con lo cual el costo minimo no seria acotado.

Figura 1: Un s —t paseo con un ciclo de largo total negativo.

Sin embargo en este caso se puede encontrar un s —t camino de costo minimo.

Observacién. Si existen ciclos negativos en G, entonces el problema de camimo minimo es dificil. ;Qué tan dificil?
NP-dificil, es decir, se cree que no se puede resolver en tiempo polinomial o bien que no es posible de resolver.

Ejemplo. Un camino hamiltoniano en G es un camino que pasa por todos sus vértices exactamente una vez. El proble-
ma de encontrar un camino hamiltoniano en un grafo G es NP-dificil. En particular se “cree” que no admite algoritmo
polinomial.

Veamos que si existen ciclos negativos, encontrar un camino minimo en G es NP-dificil:

En efecto, supongamos que A resuelve el problema de encontrar un camino minimo cuando G contiene ciclos negativos.
Es posible resolver el problema de encontrar un camino hamiltoniano usando A.

Dado G = (V,E), lo transformamos en un grafo dirigido G = (V, E) poniendo ciclos entre cada par de nodos conec-
tados por un arco en GG, como muestra la Figura 2. A este le asociamos:
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w:FE—R

w(e) = -1
Ahora, para todo (s,t) € V x V, usamos A para encontrar un camino de s a t. Si alguno de ellos tiene largo —(| V' | —1),
este es un camino hamiltoniano.

Luego, si se cuenta con una forma de resolver el problema original, entonces se podria resolver un problema NP-dificil y
por lo tanto el problema original también lo es.

Figura 2: Poner un ciclo entre u y v, que estaban conectados en G.

Nosotros nos restringiremos a resolver el problema del camino minimo cuando no existen ciclos negativos.
Definicién 1. Dada una funcién [ : E — R diremos que es conservativa si para todo diciclo C' en G, [(C) > 0.
Definicién 2. Llamaremos d(s,t) al largo de un camino minimo de s a t. Si no existe tal camino, d(s,t) = +o0.

Observacién. Para un grafo G = (V, E), la distancia entre s y t es d(s,t), conl(e) =1Ve € E.

1.2. Criterio de optimalidad de Bellman

Teorema 1. Sea G un grafo dirigido de largos conservativos. Si P es un s—t camino de largo minimo cuyo “peniltimo” vérti-
ce es u, entonces Q@ = P\ {t} es un s —u camino de largo minimo .

Demostracion. Sea R un camino de largo minimo de s a u, luego

- Si R no pasa por t:
RU{(u,t)} es s — t camino = I[(RU {(u,t)}) = I(R) + l(u,t) > I(P) = 1(Q) + l(u, t)
luego,
UR) = 1(Q).

- Si R pasa por t, supongamos [(R) < I(Q). Sea Ry el camino que va de s at en Ry Ry, el camino que va de t a u
en R. Definiendo ¢ = {(u,t)} U Ry, luego

l(e)

I(Ryy) +(u,t)
——
>1(P)

I(R) — I(P) + I(u, 1)
I(R) - 1(Q) < 0.

Es decir, se tendria un ciclo de largo negativo, pero [ es conservativa ( —+< )

<
<

Corolario 1. Dado P subcamino de un camino éptimo, entonces P es optimo.

Corolario 2. Sea (u,t) arco de un grafo, entonces se cumple que d(s,t) < d(s,u) + l(u,t) y Jw vértice, con (w,t) arco
tal que d(s,t) = d(s,w) + l(w,1).
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1.3. Algoritmo de Bellman-Ford

Definicién 3. Se dird di(s,t) al largo del camino de costo minimo de s a t que usa a lo méas k nodos internos distintos
de s y ¢. Si tal camino no existe, di(s,t) = +oo. En particular se tiene d,_2(s,t) = d(s, ).

Observacién. En la prézima clase probaremos que di(s,t) = min di—1 + l(u,t).
w:(u,t)EE,ued~ (t)

1.3.1. Algoritmo

Entrada: Digrafo G = (V, E), | funcién de largos consevativa y s € V
Definir do(s,s) =0
Yu eV —sdy(s,u) = {
fork:1,--- ,n—2

Yu €V —s:di(s,u) = min{dg_1(s,u); H(SIH% )dk_l(s,w) + l(w,u)}
weo (u

I(s,u) si (s,u) € E.
+oo si (s,u) ¢ E.

Retornar dp,_a(s,t).
;,Cudl es el orden de este algoritmo?

Aproximadamente O(| V |?| E |). Sin embargo se puede mejorar.

Observacién. FEste algoritmo guarda los nimero que obtiene en una tabla y calula nuevas entradas en funcién de entradas
anteriories. Esto es lo que se llama programacion dindmica.

Cabe destacar que el algoritmo de Bellman-Ford se puede modificar para que este encuentre el camino y no sélo la
distancia.



