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P1. (1 punto) Sean G = (V, E) grafo conexo, w : E — RT estrictamente positiva y X el
conjunto de los arboles generadores de G.

(a)

sol

(b)

sol

(0,5 puntos) Demuestre que 7' € X minimiza w(E(T)) = >_ () w(e) siy solo
si minimiza [ ] ¢ i) wie).

En primer lugar, notemos que

H w(e) =exp | In H w(e) = exp Z In(w(e))
)

ecE(T) ecE(T) ecE(T

y como la funcién exp : R — R es estrictamente creciente, basta demostrar que
un arbol generador es de peso minimo para w si y sélo si lo es para la funcion de
pesos In o w, la composicién del logaritmo y w.

Supongamos que E(G) = {e1,ea,...,en}t v que, dada la funcién de pesos w, se
ordenan en forma creciente

w(er) <wleg) <+ <w(em)
Como la funciéon In : RT — R es estrictamente creciente, se tiene por lo tanto que
In(w(er)) < In(w(ez)) < -+ < In(w(eny))

Es decir, las aristas tienen exactamente el mismo orden bajo las funciones de peso
w y Ino w. Como el algoritmo de KRUSKAL ordena las aristas de acuerdo a su
peso y las procesa en ese orden, escogera las mismas aristas en ambos casos. Las
aristas escogidas por el algoritmo formaran un arbol generador éptimo (en ambos
casos) por la correctitud del algoritmo; asi que el mismo &rbol minimiza ambas
funciones de pesos, que es lo queriamos demostrar. [ |

(0,5 puntos) Demuestre o dé un contraejemplo: X tiene un tinico minimo si para
cada ciclo C C F, todos los pesos de C' son distintos.

La proposicién es cierta. Para demostrarlo, supongamos que no lo es. Sea GG un
grafo y w : E(G) — R una funcién de pesos en las aristas de G tal que en todo
ciclo de GG, todo par de aristas tiene pesos distintos. Si la proposicion no es cierta,
existen 17, T, arboles generadores de peso minimo distintos.
Como T y T3 son distintos, E(T1)AE(T,) no es vacio. Sea e € E(T))AE(T3) tal
que w(e) es minimo. Sin pérdida de generalidad, e € E(T}).
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Como e ¢ E(T3), Ty + e tiene un ciclo que llamamos C. Notemos que para toda
feC w(f) <w(e) (sino, Ty — f+e serfa un arbol de peso estrictamente inferior
al minimo). Como en todo ciclo los pesos son distintos, se tiene que para toda
f € C — e la desigualdad es estricta, w(f) < w(e).

Notemos finalmente que C'—e € E(T}), pues sino, C —e+e = C C T} y un arbol
no puede tener ciclos. Entonces existe una arista ¢’ en C' — e que esta en E(T3)
pero no en E(T7), luego, estda en E(T))AE(T,). Por lo observado anteriormente,
w(e’) < w(e), lo que contradice la minimalidad de w(e). [
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P2.

sol

(1 punto + 0,5 extra). Dado un grafo G = (V, E) conexo y w : E — R una funcién
de peso, sea T} un arbol generador de peso minimo de G. Un arbol generador T, se
llama segqundo minimo de G si w(E(T1)) < w(E(T,)) y no existe arbol generador 7"
con w(E(Ty)) < w(E(T")) < w(E(Ty)).

Disenie un algoritmo que encuentre un segundo minimo de G (si no existe, el algoritmo
debe reportarlo). Analice la correctitud y complejidad de su algoritmo.

Indicacion: Pueden haber varias aristas con el mismo peso. Le puede servir probar que
si existe segundo minimo, entonces existe un par (77, 73) con 7} minimo y 75 segundo
minimo con muchas aristas en comun.

Nota: El puntaje del Problema 2 dependera de la complejidad de su algoritmo (los
puntajes no se acumulan).

m Si prueba que es correcto y polinomial, obtiene: 0, 5 puntos.

m Si prueba que es correcto y corre en O(|FE||V]), obtiene puntaje completo: 1,0
puntos.

= Si prueba que es correcto y corre en O(|V]?), obtiene puntaje extra: 1,5 puntos.

Probaremos primero la indicacién. Sea 717 arbol generador de peso minimo y suponga-
mos que existe un arbol generador que es segundo minimo. Afirmamos que existe un
arbol generador T, que es segundo minimo tal que |T3ATs| = 2 (o sea, tienen muchos
arcos en comun). En efecto, sea Ty drbol generador que es segundo minimo tal que
|T1AT3| es minimo. Tomemos e = uv € Ty\T;. Como T} es arbol generador de peso
minimo, necesariamente w(f) < w(e) para cualquier arco f en el (u,v)-camino de 77.
Sea f un arco del (u,v)-camino de T} tal que f ¢ Ty (existe, ya que si no 75 tendria
un ciclo). Tenemos dos casos:

e Caso 1: w(f) = w(e). Entonces si tomamos Ty = Ty + e — f, T} es un nuevo
arbol generador y w(Ty) = w(Ts), o sea es segundo minimo. Ademds |T1ATy| =
|T1 ATy|—2, contradiciendo que Ty era un arbol generador que era segundo minimo
que minimiza |73 ATy|.

o Caso 2: w(f) < w(e). Sea Ty = Ty, + f — e. Entonces w(Ty) < w(T3), luego es
arbol generador de peso minimo, o sea w(T}) = w(7T3). Sea ahora T] =Ty +e— f.
Entonces T es arbol generador que es segundo minimo, pues w(7]) = w(T}) +
w(e) —w(f) = w(Ty). Ademés |T1AT]| = 2. Como Ty minimiza |T} ATy, esto
ultimo implica que |T1ATy| = 2.

Esto tltimo nos dice que 15 es del tipo T1+e—f, cone ¢ T} y f € T;. Nuestro algoritmo
probara entonces agregando todos los arcos e = uv ¢ T posibles. Sin embargo, en vez
de probar quitando cualquier arco de T} (esto serfa polinomial pero no muy eficiente),
basta probar quitando un arco f del (u,v)-camino ya que de otra forma T} + e — f
tendria un ciclo. Ademas, como estamos buscando un segundo minimo, basta probar
quitando el arco f que minimice {w(e) — w(f) : w(e) —w(f) > 0}.

Entonces, el algoritmo que usaremos es el siguiente:
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Algoritmo 1 Encontrar arbol generador segundo minimo

Encontrar T éarbol generador de peso minimo.

for e = uv ¢ Ty do
Encontrar f en el (u,v)-camino de 77 que minimice w(e) — w(f) con w(e) # w(f).
Ir guardando el par (¢/, f') que minimice w(e’) — w(f’).

end for

if Nunca se guardé un par (¢, f') (o sea siempre se cumplia que w(e) = w(f)) then
return No existe arbol generador que es segundo minimo.

else
return T +¢ — f/

end if

Si existe un segundo minimo, el razonamiento anterior nos dice que existe un segundo
minimo de la forma 77 + e — f. Como elegimos el par (e, f) tal que T} + e — f es drbol
generador y minimiza w(e) —w(f), T} + e — f necesariamente es segundo minimo.

Por otro lado, si no existe un arbol generador que sea segundo minimo, todos los arboles
generadores son minimos. Entonces, para cualquier par (e, f) tal que T} +e— f es arbol
generador, w(T}) = w(Ty + e — f). Luego w(e) = w(f) para cualquier par (e, f) que
considere el algoritmo y por lo tanto el algoritmo retorna correctamente que no existe
arbol generador que es segundo minimo.

Analicemos ahora la complejidad del algoritmo. Encontrar 77 arbol generador de peso
minimo lo podemos hacer en O(|E| + |V |log|V]).

Al ciclo for entraremos O(|E|) veces. Dado e = uv encontrar el arco mas pesado del
(u,v)-camino en Tj se puede hacer con un DFS en T; partiendo de u y guardando
el arco de mayor peso del camino que esta recorriendo DFS. Cuando lleguemos a v,
habremos encontrado f en el (u,v) camino de T tal que w(e) — w(f) es minimo. Este
DFS demora O(|V| + |E(T7)|) = O(|V|). Luego, en total el algoritmo es O(|V||E|).

Para hacerlo en O(]V|?), primero lo haremos suponiendo que los pesos de todos los
arcos son distintos (cuando hay arcos del mismo peso es parecido pero con pequenas
modificaciones que diremos después). Podemos definir Afu,v] como el arco de peso
méximo del (u,v)-camino de 7). Suponiendo que tenemos esto calculado, los pasos
dentro del ciclo for se pueden hacer en O(1): Como los pesos son todos distintos, no
hay que preocuparse del caso en el que w(e) = w(f). Luego, dado e = uv, basta tomar
f = Alu,v]. Calcular Afu,v] para todo u y para todo v se puede hacer en O(|V|?). De
hecho, para u fijo A[u,v] se puede puede calcular en O(|V]) para todo v, haciendo un
DFS en T partiendo de v y guardando el arco mas pesado en el camino que lleva el
DFS. Como es un DFS en un arbol, éste demora O(|V|). Repitiendo esto para todos
los vértices, calculamos Afu,v] en O(|V]?). Pondremos un pseudocédigo por claridad:

Antes de iniciar el algoritmo:
V(T)« 0

E(T) « 0
DFS-GuardaArcoMaximo(u, 77, u)
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Algoritmo 2 DFS-GuardaArcoMéximo(u, Ty, v) (Vértice de inicio, arbol en el que se
estd ejecutando el DFS, vértice en el que va el DFS)
V(T)«+ V(T)Uwv
for x € N(v) do
if x ¢ V(T) then
E(T) <+ E(T)Uvz
if w(Alu,v] > w(vz])) then
Alu, z] = vz
else
Alu, z] = Alv, ]
end if
DFS-GuardaArcoMéximo (u, T}, v)
end if
end for

Si hay arcos que pueden ser iguales, podemos adaptar la idea anterior. En vez de
guardar el arco mas pesado del (u,v)-camino de T; podemos guardar el arco més
pesado y el segundo mas pesado. Al agregar e = uv hay que comparar: Si el arco mas
pesado del (u, v)-camino tiene menor peso que e, tomar f como el arco mas pesado, si
no tomar f como el segundo arco méas pesado.

En total tenemos entonces:

e Encontrar un 4rbol generador de peso minimo T}. (O(|E|+|V|log [V])) = O(|V]?)).

e Precalcular, para cada par (u,v), el arco mas pesado y el segundo més pesado del

(u,v)-camino en Ty. (O(|V[?))

e Entrar al for O(|E|) = O(|V?]) veces. Cada paso dentro del ciclo se ejecuta en
O(1).

Sumando, el orden del algoritmo queda O(|V]?). [
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P3. (2 puntos)

(a)

sol

(b)

(0,6 puntos) [Imagen de una matroide es matroide]

Sea M’ = (F’,Z') una matroide, E un conjunto finito tal que E N E" = ()
¢ : E' — E una funcién cualquiera. Definimos M := ¢(M) = (E,Z), con T
{¢(X) : X € Z'}. Demuestre que M es una matroide.

Indicacion: Para probar que M satisface el axioma de aumento para X,Y € 7,
elija conjuntos X’ e Y/ en 7’ con ¢(X') = X, ¢o(Y') =Y, | X'| = |X|, Y| = |Y]|
y de modo que | X’ N'Y’| sea lo mas grande posible.

y

Notemos en primer lugar que ¢(0)) = 0, asi que ) € Z. Ademds, siY € Zy X C Y,
sea Y’ € T tal que ¢(Y’) = Y. Notemos que ¢~ (X) N Y’ tiene por imagen a X.
Ademds, o1 (X)NY' CY' €T, asi que ¢~ (X)NY' € Z', por lo tanto X € Z.
Esto demuestra que M es par hereditario, basta ver que cumple algin axioma de
aumento para concluir que es matroide. Demostraremos aumento fuerte.

Notemos que siempre podemos escoger preimagenes del mismo tamano que la
imagen, pues dada cualquier funcién entre conjuntos finitos tal que ¢(A") = A,
para cada elemento a € A podemos escoger una preimagen a' € A’. El conjunto
de todas estas preimdgenes escogidas entrega un conjunto A” tal que ¢p(A”) = A
y |A"| = |A]. Notemos ademds que, por cardinalidad, la funcién ¢ restringida a
A" es biyeccion.

Seguimos, entonces, la indicacién. Sean X,Y € Z, y conjuntos X’ e Y’ en 7’ con
(X)) =X, oY) =Y, |X'| =|X], |Y'| =|Y|y de modo que | X' NY’| sea lo
méas grande posible.

Por un lado, M’ = (E',T') es matroide, asi que como | X'| = |X| < |Y| = |Y|, se
tiene que existe un ¢’ € Y\ X’ tal que X’ + ¢’ € 7. Si la imagen de ¢’ bajo ¢ cae
fuera de X, entonces ¢(X' +€') = ¢(X') + ¢(e/) = X + e paraalgine € Y \ X y
por lo tanto, X + e € Z; asi que en este caso se concluye. Supongamos, entonces,
que ¢(e) € X.

Como la restriccion a X’ dada por ¢ : X' — X es biyeccion, existe un 2z’ tal que
o(z") = ¢(¢'). Ademds este ' no pertenece a Y’ pues la restricciéon de ¢ a Y’
dada por ¢ : Y/ — Y es biyeccion.

Consideremos entonces el conjunto X” := X'+ ¢’ —a’. Como X" C X' +¢ €T,
se tiene que X” € 7. Ademds, se tiene que ¢(X") = ¢(X' + ¢ — ') = ¢(X') +
¢(e') — ¢(a') = X y ademds [ X"| = [X'| + [¢/| — [2'] = | X'| = | X].

Por dltimo, notemos que |[X" NY'| = [(X '+ —2")nY'| = [(X'+)NY'| =
| X'NY'|+1 > |X'NY’], lo que es una contradicciéon pues X’ e Y fueron escogidos
para que esta interseccion fuera lo mas grande posible. Por lo tanto este caso no
puede pasar, y se concluye. [ |

(0,4 puntos) [Unién de matroides es matroide]

Sean M, = (E1,Z;) y My = (Ey,Z,) matroides donde F; y Es pueden intersec-
tarse. Usando la parte anterior demuestre que

M1 V M2 = (El U EQ, {F1 U F2 . F1 S Il,FQ S Ig})
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sol

(c)

sol

es una matroide.

Supongamos que My = (E1,Zy) y My = (FE3,Z5), donde E; y Es no son necesa-
riamente disjuntos. Definamos E := F; U F5 y consideremos para cada M; y My
las funciones «etiquetadoras» definidas por

gliEl—)EX{l} gz:Eg—}EX{Q}
r = (z,1) r = (2,2)

Estas funciones son biyecciones entre sus recorridos y sus imagenes, y definen de
manera natural matroides en £ x {1} y E x {2}, dadas por las imégenes de los
conjuntos independientes en M; y M,. Llamemos a estas matroides M| y M.

Los conjuntos E x {1} y E x {2} son disjuntos; pues el primero contiene sélo
tuplas cuya segunda coordenada es 1, y el segundo sélo tuplas cuya segunda
coordenada es 2. Esto permite definir la suma directa de las matroides M7 y M,
que denotamos M, @ M) y tiene por conjunto base a F x {1,2}.

Finalmente, consideremos la funcién «desetiquetadora» ¢, que definimos como

gbi EX{LQ} — FEiUE,
(z,1) > T

Por la parte anterior, las imagenes de los conjuntos independientes en M| & M,
formaran una matroide en E;UFEs, llamémosla M. Basta probar que esta matroide
es igual a My V M.

Efectivamente es asf. Sea X un independiente en M. Por definicién, X es imagen
bajo ¢ de un independiente en M;@ M), pero en la suma directa los independientes
son uniones disjuntas de independientes en cada uno de sus componentes, asi que
X = ¢(X] U X)) para X independiente en M| y X} independiente en M. Por
lo anteriormente observado, un independiente en M| es solamente una version
«etiquetada» de un independiente en Mj, lo mismo con MJ; y como la funcién ¢
elimina la segunda coordenada de las tuplas que se definieron, tenemos que X =
XU X, para X independiente en M; y X, independiente en M,. Andlogamente,
si X es un conjunto de la familia definida en M; V Ms, es unién de independientes
Xy Xo en My y M,, respectivamente; y en este caso basta considerar ¢(¢;(X;)U
l5(X3)) para ver que estd incluido en la matroide M. Entonces M = M; V My y
se concluye. [

(0,4 puntos) Sea M = (E,Z) una matroide y e, f elementos de E. Decimos que
ey f en E son paralelos si {e, f} es un circuito de M 6 e = f. Decimos que e y
f en E son seriales si {e, f} es un cocircuito de M (i.e. circuito de M*), 6 e = f.
Demuestre que «ser paralelos» y «ser seriales» son relaciones de equivalencia en

E.

Demostraremos que «ser paralelos» es relaciéon de equivalencia.

Que «ser paralelo» es reflejo es facil, pues dado cualquier e € E, se tiene que
e = e. Ser simétrico también es facil, pues si e y f son paralelos, o bien e = f,
o bien {e, f} es circuito de M. En ambos casos es evidente que el orden en que
consideremos e y f da lo mismo. Por lo tanto, solo queda demostrar transitividad.
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(d)

sol

Sean (e, f) v (f,g) pares de elementos paralelos. Sie = f 6 f =g de =g
entonces verificar la paralelidad de e y g es facil. Entonces basta verificar el caso
en que {e, f} y {f, g} son circuitos. Como los circuitos son conjuntos dependientes
minimales, se infiere que {e}, {f}, {9} € Z.

Supongamos que (e, g) no es un par paralelo. Como no son iguales, entonces debe
suceder que {e, g} no es circuito. Por lo dicho anteriormente, todo subconjunto
propio de {e, g} es independiente; asi que la tnica forma en que {e, g} puede
fallar de ser un circuito es que {e,g} € Z. Notemos que {f},{e,g} € Z y que
{7} < {e,g}|, asi que por axioma de aumento, debe existir un = € {e, g} tal
que {f,x} € Z. Pero cualquiera de las posibles elecciones de z, junto a f, forma un
conjunto que sabemos que es circuito; lo que es una contradiccién. Por lo tanto,
(e, g) son paralelos. Luego, «ser paralelos» es relaciéon de equivalencia.

Finalmente, dada una matroide M, «ser paralelos» es una relacién de equivalencia
en las aristas de la matroide dual, y los circuitos de M* se corresponden con los

cocircuitos de M; asi que se deduce que «ser seriales» es relacion de equivalencia
en F. |

(0,6 puntos) Sea M = (F,Z) una matroide que no posee cocircuitos de cardi-
nalidad 1 (coloops). Dos elementos e y f en E se dicen similares si la funcién
¢ : E — E que intercambia e con f; es decir ¢(e) = f, ¢(f) = ey ¢(x) = z, para
todo x ¢ {e, f}; es un automorfismo de M. En otras palabras, e y f son similares
si se cumple que

XelI=o¢X)eZ

Demuestre que e y f son similares si y solo si (M/e)\ f=(M/f)\e.

Antes que nada, notemos que siempre podemos considerar e y f distintos, pues si
son iguales es todo trivial. Luego notemos que, por caracterizaciones conocidas,
dada una matroide M = (E,Z) y e, f € E distintos, tenemos que

I, =T((M/e)\ f) ={X €T: X CE\{e, f}, X + B. € I}

donde B, es una base de {e}. Como {e} es singleton, s6lo hay dos posibilidades
para una base: {e} mismo o el vacio, que se tendran en los casos {e} € Ty {e} ¢ T
respectivamente.

=) Si e y f son similares, tenemos que {e} € Z si y sélo si {f} € Z. Por
la caracterizacién de la base de un singleton notada antes, dado cualquier
X C E\Ae, f} se tiene que X + B, € Z si y solo si X + By € Z. Dada la
caracterizacién de los independientes de (M /e)\ f mencionada anteriormente,
esto basta para decir que (M/e) \ f = (M/f)\ e.

<) Basta probar que para todo X € Z, ¢(X) € Z, pues para la otra implicancia
basta aplicar ¢ de nuevo, que compuesta dos veces consigo misma es la iden-
tidad. Si {e, f}NX =0 o {e, f} C X, se tiene que #(X) = X y no hay nada
que probar, asi que los tnicos casos interesantes son cuando un elemento de
{e, f} estd en X y otro no.
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Por otro lado, notemos que si {e} ¢ Z y {f} ¢ Z, ningin X € Z puede
contener a ninguno de los dos (por propiedad hereditaria) y por lo tanto este
caso no tiene nada de interesante.

Sies que {e} ¢ Zy {f} €Z, setiene que B, =0y By = {f}. Esto implica
que

I.={Xe€I: XCE\{e f}, XTI}
Iy ={Xe€Z: XCE\{e f}, X+fel}

Por hipdtesis, Z. = Zy. Esto implica que si X € Z no contiene a f, X+ f € 7.
Luego, todo independiente maximal contiene a f, asi que f esta contenido
en toda base de M. Luego {f} es cocircuito de cardinalidad uno, lo que es
imposible por hipétesis. Andlogamente, este razonamiento descarta el caso en
que {e} €Ty {f} ¢ L.

Sélo queda el caso en que {e},{f} € Zy X es tal que contiene a sélo uno de
los dos. Supongamos sin pérdida de generalidad que e € X y f ¢ X. Entonces
X —e€Z. =T, asi que X —e+ f € Z. Pero justamente ¢(X) =X —e+ f,
asi que se concluye. [ |
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P4. (2 puntos+0,5 extra) Sea G = (V, F) un grafo dirigido simple. Es decir, V es un
conjunto finito de nodos y £ C V' x V es un conjunto de arcos. Si e = (v, w) decimos
que e esta dirigido hacia w. Sea ¢ : V' — N una funciéon de capacidad en los nodos y
w : E — R una funcién de peso en los arcos. Decimos que un conjunto de arcos F' C F
es c-convergente si para todo vértice v hay a lo méas ¢(v) arcos en F' dirigidos hacia v.

(a)

sol

(b)

sol

(0.5 puntos). Definimos Z(G, ¢) como la familia de conjuntos c-convergentes de
G. Pruebe que (E, Z(G, ¢)) es una matroide.

Sea I, = {X C V :Ve € X e estd dirigido hacia v y |X| < ¢(v)}. Entonces
definiendo M, = (E,I,) es una matroide uniforme y (E, Z(G,c)) = @D, Mo,
luego (E, Z(G, c)) es matroide. [

(1 punto+0.5 extra). Para t € Nsea Z;(G, ¢) la familia de conjuntos c-convergentes
de G con exactamente ¢ arcos. Disene un algoritmo que encuentre X € Z;(G,c)
con w(X) minimo (si tal X no existe su algoritmo debe reportarlo). Analice la
correctitud y complejidad de su algoritmo.

Nota: El puntaje de esta parte dependera de la complejidad de su algoritmo (Los
puntajes no se acumulan)

m Si prueba que es correcto y polinomial, obtiene 0,5 puntos.

m Si prueba que es correcto y es O(|E|log |E|+|V|), obtiene puntaje completo:
1,0 puntos.

m Si prueba que es correcto y es O(|E| + |V |log|V|), obtiene puntaje extra: 1,3
puntos.

m Si prueba que es correcto y es O(|E|+|V]), obtiene puntaje extra: 1,5 puntos.
Esto puede requerir conocimiento de algoritmos externos al curso.

Basta encontrar una base de peso minimo de la matroide truncada (E, Z(G,c))*
y revisar si tiene tamano ¢. Usaremos el algoritmo GLOTON-BASE visto en clases.
Ordenar los arcos toma |E|log|FE|. Llamemos S al conjunto que es construido por
GLOTON-BASE. Dado e, revisar si S + e es independiente lo podemos hacer en
O(1) si guardamos un contador de arcos entrantes de S para cada vértice. Luego
podemos implementar GLOTON-BASE en O(|E|log |E| + |V]).

Para hacerlo mas rapido, podemos encontrar primero para cada v una base de peso
minimo de M, (definido en la parte a) que llamaremos B,. Para ello usaremos el
algoritmo QUICKSELECT (QUICKSELECT encuentra en un arreglo de tamano n
el k-ésimo menor elemento en tiempo O(n)). En pseudocddigo, el algoritmo es el
siguiente:
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Algoritmo 3
for v € V do
q(v) <el c¢(v)-ésimo menor elemento de los pesos de 6~ (v) (Encontrado con QUICKSE-
LECT)
B, + 0
for e € 67 (v) do
if w(e) < q¢(v) then
B,+ B,+e
end if
end for
end for
B = U,ev By
if |B| <t then
return Z,(G,c) =)
end if
q <—el t-ésimo menor elemento de los pesos de F (Encontrado nuevamente con QUICKSE-
LECT)
S+ 0
for e € F do
if w(e) < g and |S| <t then
S+ S+e
end if

end for

Como (F, Z(G, ¢)) es una matroide particion, el conjunto B definido antes es una
base de (F, Z(G, ¢)) de peso minimo. Después el algoritmo toma los ¢ menores ele-
mentos de B: Esto necesariamente es un conjunto independiente de peso minimo
de tamario ¢, pues no es mas que usar GLOTON-BASE en la matroide truncada.

Calculemos el orden del algoritmo. Dado v, con el método anterior demoramos
O(1 4 |0~ (v)|) en encontrar B,. En total nos demoramos entonces »_ ., O(1 +
|0~ v|), que es O(|V| + | E|) por el “Handshaking Lemma”. El resto del algoritmo
demora O(|E|), dando en total O(|V| + |E).

|
(c) (0,5 puntos). Sea G = (V, E) un grafo simple no dirigido (£ C (5)) Definimos el

par

Q = (E,{F C E: cada componente conexa de (V, F') contiene a lo més un ciclo})

Demuestre que () es una matroide.
Indicacion: Pruebe que () es imagen (ver Problema 3) de una matroide como las
definidas en la parte 4(a).

sol Sea G' = (V, E’) el grafo dirigido definido por E' = {(u,v) : uv € E}. Ademas
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tomamos ¢(v) = 1 y definimos

f:E —E
(u,v) = f(u,v) =uv

Entonces @ es imagen via f de la matroide Z(G’, ¢). O sea F es independiente en
Q) < existe X € Z(G',c) tal que F = f(X).

En efecto, sea X un conjunto c-convergente de G’. Sin pérdida de generalidad,
f(X) es conexo, si no basta descomponer en componentes conexas. Sea V' el
conjunto de nodos adyacentes a X. Primero que nada, notar que como en cada
nodo entra a lo més un arco, entonces hay a lo més |V’| arcos en X. Entonces
|£(X)] <|X]| < |V'|. Por otro lado, por conexidad tenemos que |V/|—1 < |f(X)].
Si|f(X)| = |V'|—1, entonces (V', f(X)) es un arbol. Sino, |f(X)| = |V’| y Como
f(X) es conexo contiene un arbol de |V’| — 1 arcos y agregando el arco que falta
se forma un tnico ciclo.

Por otro lado, si F' es independiente de (), podemos orientar los arcos de cada
componente conexa de tal forma que cada nodo tenga a lo mas un arco dirigida
hacia €él. Si la componente conexa tiene un ciclo, podemos dirigir el ciclo completo
en una direccién (hay dos direcciones posibles, da lo mismo cudl tomar). Si quita-
mos los arcos del ciclo, entonces queda un bosque (pues eliminamos el ciclo). Sea
T un arbol de este bosque y sea v el vértice de este ciclo. Recorriendo los nodos
de T en orden de un DFS desde v y orientando los arcos en ese orden, obtenemos
lo pedido. En efecto, como estamos haciendo DFS, cada nodo es recorrido exac-
tamente una vez, luego entra a lo més un arco a cada nodo. (Nota: Es importante
comenzar desde v, ya que ya tiene un arco entrante por el ciclo.) Ademéds, como
T es arbol el DFS orientaréd todos los arcos. Si la componente conexa no tiene un
ciclo, entonces es un arbol y podemos orientar los arcos del arbol de la misma
forma. [



