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Catedra 7

1. Operaciones en matroides

1.1. Propiedades pendientes

En la clase anterior definimos varias operaciones de matroides, a continuacién veremos algunas propiedades que
quedaron pendientes.

Lema 1. Si dos matroides My = (E,I;) y Ma = (E, ) tienen la misma funcién de rango r : E — N, entonces My = M.
Demostracion. I, = {F C E : r(F) = |F|}. O

Recordemos que dada una matroide M, se define su dual, M*, como la matroide cuyas bases son los complementos de
las bases de M.

Proposicién 1. 7y (X) = | X| +ryu(E\ X) — ra(E)

Demostracion. Sean 'y * las bases de M y M™* respectivamente, luego:

ry-(X) =max{|X NB|: B e p"}
=max{|X \ B|: B € g}
= |X|—min{|XNB|:Bepg}
— |X| — min{|B| - |B\ X| : B € 6}
=|X|—ru(E)+méx{|B\ X|: B e g3}
=|X|—ru(E)+méx{|[BN(E\ X)|: B e g}
=|X|—ru(E)+ru(E\X).

a
Recordemos que dado F' C E podemos definir la matroide contraccién de F en M como M/F = (M*\ F)*.
Proposicién 2. 7y, p(X) = ry (X UF) —ry(F).
Demostracion. Sea X C E\ F,
rayp(X) = 7r )+ (X)
= [X[+ry\p(B\ F)\ X) = rar\p(E\ F)
= X[+ [EN(FUX)[ +ru(FUX) —ru(E) = ([E\F|+ru(F) —ru(E))
=ru(FUX)—ry(F).
En el dltimo paso ocupamos que |X|+ |[E\ (FUX)| = |E\ F|.
O
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Observacién. Si Br es base de F' en M :

TM/F(X) = ’I’M(FUX) 7T’M(F) = TM(BF UX) *TM(BF)-

XeIM/F) < |X|=ry/p(X)=ru(BrUX)—ry(Br)
& |X| + ‘BF| = T]V[(BF UX)
< | X UBp|=ru(BrUX)
& X UBp € I(M).

No olvide que X C E\ F,

1.2. Contraccién en matroides graficas

Sea G = (V, E) un grafo (no necesariamente simple) y M = M (G) su matroide grafica.
Observacién. Si X e Y son disjuntos:

s M\ X)\Y=(M\Y)\X=M\(XUY).

» (M/X))Y =(M/Y)/X =M/(XUY).

Dada esta observacion estudiemos qué significa contraer e € E, e = uwv.

Definicién 1. Consideremos el grafo G/e, de modo que:

V(G/e) =V \ {u,v} + wyy,
E(G/e) = F —e,
donde w,,, es nuevo vértice y los extremos de ciertas aristas cambian:

Si f era incidente a u 6 v la pondremos incidente a w,, .

Ejemplo. Grafo G/e

€

(a) Grafo G = (E,V) (b) Grafo G/e, al contraer e € E de G

Figura 1: Contraer e = uv.

Teorema 1. M; = M(G/e), matroide grdfica de G/e es justamente Mas = M(G)/{e}.
Demostracion. Notar que C es ciclo en G/e que toca a w,, < C + e es ciclo en G.
(=) Sea X € I(M;)

=X + e en G es aciclico.
=X es independiente en My = M(G)/{e}.
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(<) [Ejercicio]

Observacién. Sie=wuu= M/e= M \ e (Demuéstrelo)

Definicion 2. Sean M y M’ matroides, se dice que M’ es menor de M si M’ puede obtenerse de M mediante borrados
y contracciones.

Teorema 2. Si M’ es menor de M y M es grdfica, entonces M’ es grdfica.

1.3. Propiedades del rango
Definicién 3. Una funcién f : 2V — R se dice submodular si
(VA,BCV) f(AUB)+ f(ANB) < f(A) + f(B).
Proposicién 3. Sea M = (E,T) matroide, y 1 : 2¥ — N su funcién de rango, entonces r satisface los siguientes axiomas:
(R1) 0<r(X)<|X|] VXCE.
(R2) XCY=r(X)<r¥).
(R3) r es submodular.

Demostracion. Se demostrard (R3): Sea J una base de X NY, extendemos J a una base K de X UY, luego:

r(XUY)+r(XNY)=I|K|+]|J]|
=|KNX|+|KNY|—-|KN(XNY)|+|J]
=|KNX|+|KNnY]|
=r(KNX)+rKnNY)
<r(X)+rY).
0

Observacion. Las funciones submodulares en matemdticas discretas son como las funciones convezxas de las matemdticas
continuas.

[Ejercicio]. Sir:2Y — R satisface (R1), (R2) y (R3) entonces {F : |F| = r(F)} define una matroide.

2. Grafos Dirigidos

Ahora empezaremos el estudio de grafos dirigidos, para esto partiremos dando unas cuantas definiciones.

Definicién 4. Un grafo dirigido o digrafo G = (V, E) con V, F finitos es un par de nodos (V') y arcos (E) tal que a cada
arco e se la asocia una cola t(e) y una cabeza h(e). Se tienen las siguientes consideraciones:

= Dos arcos con igual cola y cabeza se llaman paralelos.

(&

f

Figura 2: Arcos parelelos.
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» Sih(e) =t(f)y h(f) =t(e), ey f se dirdn antiparalelos.
= Si no hay arcos paralelos, el digrafo se dice simpley E CV x V.
» El grafo no dirigido subyacente de G dirigido se obtiene al remover las direcciones de los arcos.
= Se habla de caminos, ciclos y paseos dirigidos.
s Sea F'C E con G = (V, E) digrafo y sean U, W C V disjuntos, se define:

o F+[U W]={ee F:tle) €U h(e) € W}.

Fo[U; W] = FHW; U]

. 5i( ) =F*[U;V\UI.

o 0p(U) = 05:(U) Udg(U).

o di(U) = 05 (U)].

Si no hay indice F' se sobreentiende que F' = F.
Si G es un digrafo simple, FH[U; W] = F N (U x W).

Proposiciéon 4. Sea G = (V, E) digrafo. d™(U) = |61(U)| es submodular, es decir
d*(AUB) +d"(ANB) <d*(A)+d"(B).

Indicacién: Compruebe que d* (AU B) +dT(ANB) =d"(A) +d*(B) — (|ET[A; B]| + |[ET[B; 4])).

Figura 3: Indicacion: Considerar todos los casos posibles.



