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P1. El objetivo de este problema es demostrar el siguiente teorema de Krylov-Bogoliubov:

Sea X un espacio métrico compacto y T: X — X una transformacién continua. Entonces existe una
medida de probabilidad boreliana p que es T-invariante, es decir, tal que u(A) = u(T~1(A)) para todo
A€ B(X).

Para esto, se propone el siguiente esquema:
(a) Para f € C(X,R) considere
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con z € X fijo. Muestre que existe una sucesion estrictamente creciente de naturales { Ny }k € N tal
que SJICV"' (z) converge para todo f € C(X,R).
(b) Sea L,(f) = limg—co S}V’“ (). Muestre que L, es un funcional lineal continuo de C(X,R) a R.

(c) Concluya.

P2. (a) Se dice que un espacio topologico X es completamente regular si para todo x € X y F' C X cerrado
que no contiene a x existe una funciéon continua f: X — R tal que f(z) =0y f|p = 1.

Muestre que si X es completamente regular, entonces x,, — x si y s6lo si d,, converge débilmente
adg.

(b) Sea {p,} una sucesion de medidas que convergen débilmente a una medida g en un espacio topo-
logico X. Muestre que si f > 0 es continua, entonces
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Nota. Recuerde que se dice que una sucesion de medidas borelianas { i, }nen converge débilmente a una

medida boreliana p si
/ Fdpn - / fdu

para toda funcion f: X — R continua y acotada.



