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P1l. (a) Sea (X,B,v) un espacio de probabilidad con v una medida no atémica. Recuerde que lo anterior
implica que para todo A € By para todo ¢ € [0,v(A)] existe B C A, B € B con v(B) = c.

1) [2 pts.] Considere el conjunto D = {2% | m,n € N} N[0,1], los nameros diédicos en [0, 1].
Muestre que existe una familia {A;},ep C B tal que v(A,) = = para todo x € D y tal que
para todo z,z’ € D se tiene A, C Ay 0 Ay C A,

11) [2 pts.] Considere f: X — [0,1] dada por f(y) = inf{x € D | y € A,}. Pruebe que f es
B-medible y que v(f~(A)) = pu(A) para todo A € B([0,1]), donde p es la medida de Lebesgue
en [0, 1]. Concluya que existe un conjunto no numerable y de medida 0 en B.

(b) [2 pts.] Sea A una o-algebra de N. Pruebe que existe una coleccion de conjuntos {4;};c; disjunta
dos a dos con J,c; 4i = N tal que A = o({A;}ier)-
Indicacion. Defina una relacion de equivalencia.

P2. Consideremos p una medida finita definida en B la o-algebra boreliana del intervalo [0, 1]. Definimos la
funcién caracteristica de g como la funcién ¥: R — C siguiente

P(t) = /eimdu(x) = /cos(tx)d,u(x) —l—i/sin(tw)d,u(x).

(a) |1 pto.] Pruebe que 1 esta bien definida y que es una funciéon continua.
(b) [2 pts.] Pruebe que para T > 0 las integrales siguientes estan bien definidas y
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=2 / sgn(z — a)S(T|x — a|) —sgn(x — b)S(T|z — b]) du(x),

donde S(u) = fou de, para u > 0, y sgn es la funcién signo.
Indicaciéon. Le puede ser itil usar la desigualdad |e?” — e®¥| < |r — s].
(c) [2 pts.] Usando que lim, .o S(u) = 7, demuestre que si u({a}) = u({b}) = 0 entonces
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(d) [1 pto.] Suponga que u y v son medidas finitas en B tales que u({z}) = v({z}) = 0 para todo
x € R. Pruebe que si g y v tienen la misma funcién caracteristica, entonces p = v.

P3. Sea (Q, F,P) un espacio de probabilidad y {4, }ren una secuencia de eventos medibles. Recuerde que
limsup A, = ,,cn Umzn A,
(a) [2 pts.] Muestre que si ) - P(A,) < oo, entonces P(limsup 4,,) = 0.

(b) [4 pts.] Suponga que los {A; },en son independientes. Pruebe que si ) P(A,) = oo, entonces
P(limsup 4,,) = 1.
Indicacién. Le puede servir probar que
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