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P1. Consideremos [0, 1] con B la o-algebra Boreliana. Denotamos por M al conjunto de todas las medidas
(positivas) definidas en B y finitas.

(a) El objetivo de este problema es demostrar que el conjunto B = {u € M : p([0,1]) < 1} es compacto
en la topologia débil, que es metrizable (no lo pruebe) y esta dada por

pn — possi Vf € C([0,1]) se tiene /fdun — /fdu.

Demostraremos que toda sucesion en B tiene una subsucesion convergente. Sea entonces (fi,) una
sucesién en B.

1) [1,5 pts.] Sea {f;};en € C([0,1]) un conjunto denso numerable en C([0, 1]), con la topologia
uniforme. Pruebe que existe una subsucesion (i, ) de (p,) tal que limy o0 f fjtin, existe para
todo j € N. Piense en un argumento diagonal.

11) [1 pto.] Pruebe que limy_,~ [ fin, existe para cualquier f € C([0,1]). Para ello pruebe que
([ fdpn, )r es de Cauchy. Definimos L: C([0,1]) — R por

k—o0

L) = Jimn [ fron.

1) [2,5 pts.] Concluya.

(b) [1 pto.] Pruebe que ¢: [0,1] — M dado por ¢(z) = d, define un homeomorfismo en su imagen al
considerar la topologia débil en M, pero que esto no es cierto al considerar la topologia dada por
la variacion total en M que estd asociada a la norma

I = vl = | = vI([0,1]),
donde | — v| es la variacion de la medida con signo p — v. Para ello, calcule |6, — 6,| para = # y.

P2. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y {X,, } nen una sucesion de variables aleatorias independientes,
donde cada X,, tiene media 0 y varianza E(X2) = 02 < cc. Se define Sy = Y1, X;.

(a) Sea S} = méxi<k<n |Sk|. El objetivo de la primera parte del problema es probar que para todo
€ > 0 se tiene que

* 1 <
P(S,>e) < 5 > ot
k=1
Para esto, siga los siguientes pasos:
I) [0,5 pts.] Defina 7 = inf{n € N: |S,| > e} (por convencion inf @ = oo). Muestre que {T < n}
es 0(Xy,...,X,) medible para todo n € Ny que {r <n}={S} >¢}.
11) [1 pto.] Muestre que si j # £ e i < j, entonces E(X; X,1,-;) = 0.
111) [1 pto.] Use la parte anterior para demostrar que para k < n

n

E((Sy — Sp)lr—) =P({r=k}) > E(X?)

i=k+1



y concluir que

E(S20r4) = E(S2L,—) + B({r = }) 3 E(X2) > ?P({r = k)
i=k+1

1v) [1,5 pts.] Concluya.

(b) Suponga ahora que > - | 02 < co. Se desea probar que Y -, X,, converge casi seguramente. Para
esto, siga los siguientes pasos:

I) [1 pto.] Seane >0y

T#L = mix ‘Sm-‘,-k — SWL‘7 Tm = sup ‘S’m,-‘,-k: — S’ml
0<k<n—1 0<k

Use la parte anterior para acotar P({T); > €}) y después P({T},, > £}). Piense que Sy, 41— Sm =

m+k
Zj:erl X

11) [1 pto.] Defina T' = inf,,en Ty Pruebe que T'= 0 c.s. y concluya el resultado.



