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P1. Sea (X, B, 1) un espacio de medida y w: X — R una funcién medible no negativa.

(a) [1 pto.] Pruebe que v: B — R definida por

V(A) = /A wdp

es una medida.
(b) [1 pto.] Muestre que si p es o-finita, entonces v también lo es.

(c) [1 pto.] Pruebe que para toda funciéon f: X — RT medible y no negativa se tiene que

[ v = [ uan

y concluya que f € L'(v) siy solo si fw € L(p).
(d) [1 pto.] Muestre que si existe 1 < ¢ < oo tal que w € L9, entonces LP(u) C L' (v) con % + % =1.

(e) [1 pto.] Suponga que existen constantes cj,co € R tales que 0 < ¢; < w < cg. Muestre que
LP(v) = LP(u) y que las normas || - || zr() ¥ || - e () SOn equivalentes.

(f) |1 pto.] Pruebe que
2
([15otan) < [irPuds [ oo

P2. Sea (X, B, 1) un espacio de probabilidad (espacio de medida con p(X) = 1). Se define la medida interior
ps: P(X) — R asociada a p por

ps(A) =sup{u(A’) | A e B,A" C A}
Recuerde que la medida exterior p*: P(X) — R* asociada a p se puede escribir
p*(A) =inf{u(A") | A"eB,A D A}.

Suponga que S ¢ By sean B’ = o(BU{S}), a = p.(S) y 8 = p*(S). El objetivo de este problema es
demostrar que para todo v € [«, (] existe una medida v: B — R tal que v|g = u y v(S) = 7. Para
esto, siga el siguiente esquema:

(a) |2 pts.] Pruebe que
B ={(AnS)U(BN(X\S)) | A,BeB}.

(b) [2 pts.] Pruebe el resultado suponiendo que « =0y § = 1.
Indicacién. Defina v de modo que v((ANS)U (BN (X \S))) sélo dependa de v, u(A) y u(B).
Pruebe que v queda bien definida, que efectivamente es una medida y que extiende a pu.

(c) [1 pto.] Muestre que existen S*, S, € B tales que S C S*, S D S,, pu(S*) = p*(S) y pu(Sx) = p(S).
(d) [1 pto.] Sean Xy = S*\ S.y So =S5\ Si. Pruebe que
B ={AUEyUB | AABEB,ACX\S*BCS,,Eyea({So}U(BNXp))},

defina po = p|pnx, y use la parte (b) en el espacio (Xo, o, BN Xp) y el conjunto Sy para concluir
el resultado.



P3. Sea V el espacio vectorial generado por {cos(kx),sin(kx)}r>o C L?(—m, 7). El objetivo de este problema
es probar que V es denso en Co(—m,7) en norma L?, donde Co(—m,7) denota las funciones continuas
a soporte compacto definidas en (—m, 7). A lo largo de esta pregunta, puede usar que la integral de
Riemann y de Lebesgue coinciden para funciones en Cy(—m, ) sin necesidad de demostrarlo.

Dada f € Co(—m,7), definimos

ap = %/ﬂ cos(kx) f(x)dx, by = 1 /Tr sin(kx) f (x)dx

—r ™ J %

— iﬂ /7; f(x)dx

Sn(x) =Y axcos(kx) + by sin(kz), on(x) = % > Su(x)
k=0 —

parak>1y

Sean

Desde ahora supondremos que f esta extendida a todo R de manera 27-periodica.

(a) [1 pts.] Pruebe que

T gin (2l —x

7 J_x 2sin(3(t—x))

y concluya que

™ sin (Xt -z :
"N(I):zzbw/ l - (i(t ))] F(t)dt.

(b) [1 pts.] Sea

Demuestre que

s

on(x)= [ flz+t)pn(t)dt

(c) |2 pto.] Pruebe que ¢y es no negativa, que fjﬂ on(t)dt =1y que para todo § > 0

-9 T
on(t)dt = / on(t)dt X222 0.,
-7 5
(d) [2 pto.] Pruebe que oy — f uniformemente y concluya el resultado.
Indicacion. Note que

us

f(z) - on(z) = / (@) — Fa + O)]én (t)dt
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