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P1. Sea (X,B,u) un espacio de medida finita. Se desea probar que si (f,) es una sucesién en L' tal que
existe f € L' con (f,,14) — (f,14) para todo A € B, entonces (f,) converge débilmente a f en L'.
Para esto, siga los siguientes pasos:

(a) Pruebe que para todo & > 0 existe una particion medible {X,..., X} de X tal que para cada
1 < < n se tiene que p(X;) < 0 o X; es un dtomo con u(X;) > 4.

(b) Suponga que f = 0. Dado € > 0, use el teorema de Baire en el espacio (B/ =, p) para probar que
existe 0 > 0 tal que |(f,,14)| < € para todo A € B con p(A) < 4.

Indicacioén. Defina
€
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(c) Concluya.
Nota. Recuerde que A - B <= p(AA B) =0y p([A],[B]) = n(A A B).

P2. (a) Sea F una familia de conjuntos. Muestre que para todo A € o(F) existe una subfamilia numerable
{Fy}nen C F tal que A € o({F), }nen)-

(b) Sean (X, .A), (Y, B) espacios medibles. Muestre que para todo E € A®B existe una familia numerable
{A,, X Bp}tnen con A, € A, B,, € B para todo n € N tal que F € ({4, X By }nen)-

(c) En el contexto anterior, muestre que si z1,22 € X son tales que x; € A,, <= x5 € A,, para todo
n € N, entonces F,, = E,,. Use lo anterior para probar que el conjunto {E, },cx tiene cardinalidad
a lo mas c.

Indicacién Pruebe que para todo y € Y el conjunto
Py={McA®B | (z1,y) € M < (x2,y) € M}

es o-algebra.
(d) Concluya que si (X, .A) es un espacio medible con | X| > ¢, entonces D = {(z,z) | v € X} ¢ AQA.

P3. Sean (X, A, u), (Y, B,v) espacios de medida finita y A C X, B C Y. Muestre que

(1 ® )" (A x B) = u* (A)*(B).



