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P1. Sea (X,B, µ) un espacio de medida con µ no necesariamente finita y (fn)n∈N una sucesión de funciones
B-B(R) medibles dominadas por una función integrable g. Pruebe que fn → f c.s. si y sólo si para todo
ε > 0 existe un conjunto A ∈ B con µ(A) ≤ ε tal que fn → f uniformemente en Ac.

Esto muestra que si suponemos que la sucesión de funciones está dominada, entonces el resultado del
teorema Egorov vale incluso si el espacio tiene medida infinita.

Indicación. Para la implicancia «hacia la derecha», suponga primero que fn ↘ 0 c.s. y luego concluya
el caso general.

P2. (a) Sea (X,B, µ) un espacio de medida y considere 1 < p < q < r ≤ ∞. Muestre que

Lp ∩ Lr ⊆ Lq ⊆ Lp + Lr

y que además ‖f‖q ≤ ‖f‖λp‖f‖1−λr para toda f medible con
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(b) Sea (X,B, µ) un espacio de medida y f una función medible tal que f ∈ Lq(µ) y f −1 ∈ Lp(µ) para
p, q ∈ [1,∞). Pruebe que µ es finita.

P3. Sea (X,B) un espacio medible. Una función Q : X × B → [−1, 1] se dice núcleo medible si

(i) Q(x, ·) es una medida con signo para todo x ∈ X y

(ii) Q(·, A) es una función medible para todo A ∈ B.

Suponga que existe un álgebra numerable A tal que B = σ(A) y sea Q un núcleo medible.

(a) Pruebe que |Q|, definida por |Q|(x,A) = |Q(x, ·)|(A), es un núcleo medible.

(b) Suponga que
∑
x∈X |Q|(x,A) < ∞ para todo A ∈ B. Pruebe que existe una medida finita y no

negativa µ tal que Q� µ en el siguiente sentido: si A ∈ B verifica µ(A) = 0, entonces Q(x,A) = 0
para todo x ∈ X.
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