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P2. Sea (X, B, 1) un espacio de probabilidad (espacio de medida con ;(X) = 1). Se define la medida interior

wx: P(X) — R asociada a p por

1(A) = sup{u(4') | A€ BA' C A},

Recuerde que la medida exterior p*: P(X) — R* asociada a p se puede escribir

p*(A) =inf{u(A") | A'eB,A D A}.

Suponga que S ¢ By sean B’ = o(BU{S}), a = p.(5) y B = p*(S). El objetivo de este problema es
demostrar que para todo v € [a, (] existe una medida v: B' — R* tal que v|g = p y v(S) = ~. Para

esto, siga el siguiente esquema:

(a) |2 pts.] Pruebe que

B ={(AnS)u(Bn(X\S)) | A, BeB}.

Solucién: Llamemos B” al conjunto de la derecha. Es claro que B” C o(B U {S}), ya que los
elementos de B” se pueden construir con finitas operaciones de interseccion, complemento y union
de elementos de BU {S}. Basta ver entonces que B” es o-algebra.

s gV
= SiC e B” entonces C=(ANS)U(BN(X\S9))y asi

X\C=X\[(ANnSHUu(BN(X\19))]

= (X\ AU X\ N((X\B)US)

= (X\NANX\B)U(X\A)NSU(X\B)N(X\S)ua

= (X\NANS)u((X\B)N(X\59)).

Tomando A’ = (X \ A) y B’ = (X \ B) se tiene que X \C'= (A’ NS U (B'N(X\S9)).

= Si {Cp}nen C B” es una familia numerable, entonces se tiene que
Cn=(A,NSU(B,N(X\S))
con A,, B, € B. Luego,

UC=UJMnsu@B.n(x\s)

neN neN

— Uans)u JB.nx\ )

neN neN

- (U A,mS)ﬂ(U Bnm<X\S>>~

neN neN

Como B es g-algebra, se tiene que | J,, .y An, U,en Bn € B, por lo que |, oy Cn € B”. Conclui-

mos la igualdad deseada.



(b) [2 pts.] Pruebe el resultado suponiendo que a =0y = 1.

Indicacién. Defina v de modo que v((ANS)U (BN (X \S))) sélo dependa de v, pu(A) y u(B).
Pruebe que v queda bien definida, que efectivamente es una medida y que extiende a u.

Solucién: Definamos
V(AN S)U (BN (X\ 8))) = y(4) + (1 — 1)u(B)
y veamos que esté bien definida, es decir, que si (ANS) = (A'NS)y BNS =B NS entonces
v(ANS)u(BN(X\9))) =v((A'nS)u(B'Nn(X\S))).

Para probar esto, basta probar que pu(A) = u(A’) y u(B) = u(B’) y para esto basta probar que

HA B A = (AN A') + a( AT\ 4) = 0
Yy que

W(BA B = u(B\ B) + u(B'\ B) 0.
En efecto, A\ A", A\ AC X\ S, porloque (X\(A\A))y (X\(A"\A)) DS. Como p*(S) =1,
todo conjunto medible que contiene a S tiene medida 1, por lo que

H(X\ (AN AY) = p(X\ (4 4)) = 1

lo que implica que p(A\ A") = p(A’\ A) =0.

Se tiene ademas que p*(X \S) =1, pues si X \ S C C € B entonces S O X \ C, lo que implica que
w(X \ C) =0 porque p.(S) = 0. Asi, por lo ya probado se tiene que u(B\ B’') = u(B’\ B) = 0.
Claramente v(S) = yu(X) + (1 — v)u(@) = v. Ademas, si C' € B se tiene que

C=(CnSUCN(X\S))

por lo que v(C) = yu(C) + (1 — 7)u(C) = u(C). Luego, v|s = p.
Falta ver que v es o-aditiva:
» Claramente v(@) = 0.
= Si {Cp}nen C B es una familia de conjuntos disjuntos, ya vimos que

Ucn = (U A,mS)m(U B,m(X\S)).
neN neN neN

con {A,nen, {Bntnen CBy Cp = (A, NS)U (B, N(X\S9)).

Los A,,N.S deben ser ademas disjuntos, pues si no lo fueran los C), no serian disjuntos. Anéloga-
mente, los B,,N(X\S) deben ser disjuntos. Luego, si n # m entonces A, NA,, esta contenido en
X\ Sy ya vimos que esto implica que (A, N A,,) = 0. Por otro lado, B,, N B, esta contenido
en S, por lo que también tiene medida cero. Concluimos que

p (U An) =Y wA) vy o <U Bn> = (B,

neN neN neN neN



por lo que

V(U On) :w<U An> +(1—7)H<U Bn)
=7 u(An) + (1= > u(Bn)

neN neN
= (vu(An) + (1 = y)u(By))
neN
= Z w(Chn).
neN

(c) [1 pto.] Muestre que existen S*, S, € B tales que S C S*, S D S,, u(S*) = p*(S) y p(Sx) = p«(S)
Solucién: Tomemos una sucesion S™ de conjuntos en B tales que S™ O Sy p(S™) < p*(S) +1/n
para todo n € N (existe por definicion de infimo). Sea S* =1, S™ € B. Por monotonia, se verifica
que p(S*) < p(S™) < p*(S)+1/n para todo n € N, por lo que u(S*) < p*(S). Por otro lado, como
S* D S, necesariamente u(S*) > p*(S) y asi concluimos que p(S*) = p*(S).

Analogamente, tomemos una sucesion S, de conjuntos en B tales que S,, € Sy u(S,) > p«(S)—1/n

para todo n € N (existe por definicion de supremo). Sea S = |J,cySn € B. Por monotonia, se
verifica que pu(Sy) > p(Sn) > p«(S) — 1/n para todo n € N, por lo que p(Sy) > p.(S). Por otro
lado, como S, C S, necesariamente 11(Sx) < p.(S) y asi concluimos que p(Sx) = w«(.S9).

(d) [1 pto.] Sean Xy = S*\ S,y So =5\ Si. Pruebe que
B ={AUFEUB | A, BeB,AC X\ S*BCS,,Eqgeca({So}U(BN X))},

defina 19 = p|pnx, y use la parte (b) en el espacio (Xo, o, BN Xp) y el conjunto Sy para concluir
el resultado.

Solucién: Claramente el conjunto definido arriba (que llamaremos B”) es subconjunto de B’, por
el mismo argumento que en la parte (a). Basta entonces ver que es o-algebra:

s geB v

» SiC=AUEyUBcon A,Be€ B,AC X\ S*"BCS,Ey € o({So}U(BNXp)), entonces
X\C=(X\A)N(X\ Ep) N (X\B).
Ademas,

(X\NANX\S)eB, (X\B)NX\SHeB, (X\E)NX \sH)=X\95"
por lo que

A'=[(X\A)N(X\S)N[(X\ E)N(X\S)N[(X\B)N(X\S)
= (X\A)N(X\B)N(X\S) eB.

Anélogamente,
(X\A)NS.eB, (X\B)nS.eB, (X\E)NS,=2S9,
por lo que

B =[(X\A)NS]N[(X\Ey)NSJN[(X\ B)NS,]
=(X\A)N(X\B)NS, €B.



y, por iltimo, es claro que
E) = (X \ A)N (X \ E)N (X \ B)NXo € o({Se} N (BN Xp)).
Como (X \ §*) U XoU X, = X se tiene que
(X\O)=[(X\C)N(X\S)U[(X\C)N XU [(X\C)NS,]=AUE;UB

con A\,B"'€e B,A'C X\ S*B' CS,,E)€c({So}U (BN Xyp)).
= Si {Ch}nen € B”, entonces C,, = A, UE, UB,, con A,,B, € B, A, C X\ S*, B, C S,y
E, € o({So} U (BN Xp)). Se tiene que

Ue=(Ua)o(us)e(us)

Tomando A = |J,cn Any B = Upen Bn ¥ Eo = U, ey En se tiene que |J,yCn = AUE U B
claramente verifica la definiciéon de B”.

Notemos que
po(Xo) = p(Xo) = p(S™) — p(8s) = p*(9) — p(9) = f — .
Para usar la parte (b), debemos verificar que 1§(So) = 5 — a v que (p0)«(So) = 0:

» Si S € BN X verifica 8" D Sy se tiene S U S, D S, por lo que u(S") + u(Ss) > B. Asi,
1o (S") = u(S’) > B — a y concluimos que p(Sp) = — a.

= Si 8’ € BN X, verifica S' C Sy, entonces S’ NS, C S, por lo que pu(S") + 1(Ss) < a. Asi,
1o(S") = u(S") < a— a =0y concluimos que (10)«(So) = 0.

Por la parte (b), existe vg N B({So} U (BN Xp)) medida en tal que v(Sy) = 7 — a. Finalmente,
tomamos
V(AU EyUB) = u(A) +vo(Eo) + n(B)

para A, BeE B,AC X\ S*,BCS.,Ey€a({Se}U(BNXy)), que es claramente una medida al ser
suma de medidas. Se tiene que

v(S) =v(@U(S\Sx)USL) = u(@) +vo(S\ Sk) +1(Ss) = (@) +10(So) +14(Ss) = 0+vy—a+a =7
y
v(C) = p((CN(X\S)U(CNXo)U(CNSL)) =p(CNIX\S))+p(CNXo)+p(CNSL) = pu(C)

para todo C € B.



