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Solucién de la Interrogacién 1

1. [1.00]pt. Sea ¢ > 0. Por el teorema de Lusin, y el hecho que R es un espacio localmente compacto,
sabemos que existe una funcién continua de soporte compacto g, que difiere de f en un conjunto de
medida de Lebesgue menor que €. Luego, por la desigualdad triangular

[1@+0 - f@lde <2 [ 1@) - gl@)lda+ [ lga+ ) — gla)lda.

La segunda integral del lado derecho tiende a 0 cuando € tiende a 0 por la continuidad uniforme de g. Por
otra parte, la primera integral estd acotada por 2 [ 1744|f|dz. La integrabilidad uniforme de la funcién
| f| nos permite concluir que este término tiende a 0 cuando ¢ tiende a 0.

2. [1.10]pt. Sea A = {z, : n > 1} un conjunto numerable. Para cada § > 0, y € > 0, la medida externa H
de A asociada a la funcién h estd acotada por

Z h(B(xn; €n)),
n=1

donde €, es tal que h(2¢,) < €" y €, < 0. Luego, Hs(A) < ¢/(1 —¢). Como € es arbitrario, esto prueba
que Hs(A) = 0. Tomando el limite cuando § — 0, vemos que la medida de Hausdorff asociada a la
funcién h, es cero. Tomando h(z) = 2%, vemos que la dimensién de Hausdorff del conjunto es cero.

3. [1.30]pt. Por el teorema de Ulam, sabemos que toda medida definida sobre los Borelianos en un espacio
polaco es regular. Luego, si B es un Boreliano, para todo ¢ > 0, existe un abierto O y un compacto K
tales que K C BC Oy pu1(0O — K) < ey u(0 — K) <e. Por el lema de Uryshon, sabemos que existe
una funcién f uniformemente continua (porque p(K,0¢) > 0) que vale 1 en K, cero en O¢ y tal que
0< f<1. Como [ fdus = [ fdus, concluimos que

[n1(B) — p2(B)| < €.
Como € es arbitrario, vemos que p1(B) = pa(B).
4. [1.30]pt.
5. Supongamos primero que g € C[0,1]. Para M > 0 tenemos que,

1
/ Fogde = / Fngdes + / Fagdz.
0 | fn|<M | fr|>M

Como en la primera integral tenemos que |f,g| < M, cuando n — oo, el primer término tiende a 0 por
el teorema de la convergencia acotada. Para el segundo ocupamos la desigualdad de Hélder, obteniendo,

1/q
/ fngdx < HgHoonan (/ dm)
| fr|>M |fn|>M

L gl
< Mgl Lol fully 1 < ST,

Luego, lim,, .« [ fngdm = 0si g € C[0,1]. Para g € L%([0,1]), notemos que para todo € > 0 existe una
funcién continua ¢’ tal que ||g — ¢'||; < e. Luego, por la desigualdad de Holder,




‘/fngdm - /fng/dm' <e.
Esto permite terminar la demostracion.

6. [1.30]pt. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que h > 0y que g > 0. Sea n > 1. Consideremos
las funciones h,(x) = h(z)lpn>1(2), gn(z) = g(@)lgn>1(z) ¥ fo(z,y) = hn(x)gn(x). Notemos que el
conjunto A, X By, donde A, = {gn > 1} y B, = {hn > 1}, es un conjunto de medida finita. Por otra
parte, si M\ y f;, son las restricciones de la o-dlgebra M y de la medida p, a Ay, y similarmente N\ y
Uy, notemos que los espacios (X, M\, ) y (Y, N, 1) son completos y finitos. Luego, podemos aplicar
el teorema de Tonelli para conlcuir que

/ fd(u x v) :/ hd,u/ gdv.
AnXBn An B’n

Aplicando el teorema de la convergencia mondtona al tomar el limite cuando n — oo, terminamos la
prueba.
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