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Tarea 1

. Clase mondétona. Definimos una clase mondtona como una coleccion de conjuntos que es
cerrada bajo limites mon6tonos de sucesiones crecientes y decrecientes de conjuntos. Demuestre
que un algebra es una o-algebra si y sélo si es una clase mondtona.

. Funcién ternaria de Cantor. Sea x un nimero real en [0, 1] con expansién ternaria {a,}.
Defina N = o0 si ningiin a, es 1, y en caso contrario defina N como el valor mas pequeno de
n tal que a, = 1. Sea b, = a,/2 paran < N y by = 1. Muestre que
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es independiente de la expansién ternaria de z y que la funcién f definida como,
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es continua y mondétona en el intervalo [0,1]. Muestre que f es constante en cada intervalo
contenido en el complemento del conjunto ternario de Cantor, y que f mapea el conjunto
ternario de Cantor en el intervalo [0, 1].

. Conjunto medible que no es Borel-medible. Sea f; la funcién ternaria de Cantor, y defina
f(z) = fi(z) + =.
a) Muestre que f es un homeomorfismo de [0, 1] en [0, 2].

b) Muestre que f mapea el conjunto ternario de Cantor en un conjunto F' de medida de
Lebesgue 1.

c) Sea g = f~!. Muestre que existe un conjunto medible A tal que g~*(A) no es medible.

d) De un ejemplo de una funcién continua g y una funcién medible h tal que h o g no es
medible.

e) Muestre que existe un conjunto medible que no es Borel medible.

. Monotonia. Demuestre que una medida finitamente aditiva p definida en una oélgebra M es
numerablemente aditiva si y sélo si satisface cualquiera de las dos condiciones equivalentes:

(i) Si A,, es una sucesién no-creciente en M y A = N9, A, entonces pu(A) = lim, o u(Ay).
(ii) Si A, es una sucesién no-decreciente en My A = U ;| A, entonces p(A) = lim, o0 p(Ay)-

. Atomos de medidas finitas. Sea p una medida positiva y finita en (X, M)y f: X - R
medible. Demuestre que el conjunto,

{a € R: plf(x) = a] > 0},
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es numerable.

6. Lema de Riemann-Lebesgue. Demuestre que si f € L;(R), entonces lim,,_,, [ f(z)e"*dr =
0.

7. Considere el espacio L;(R) de funciones Borel-medibles, Lebesgue integrables. Sea g € Li(R)
acotada tal que lim, , |g(z)| = 0. Demuestre que,
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