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. Medibilidad. Sea p una medida finita en un algebra Ay p* la medida externa inducida.

Muestre que un conjunto E es medible si y s6lo si para cada € > 0 existe un conjunto A € As,
ACE, tal que p*(E — A) < e.

. Teorema de Luzin en un intervalo. Considere (R, M, i) donde p es la medida de Lebesgue
y M los conjuntos medibles. Sea f una funcién medible real en [a,b]. Demuestre que dado
d > 0 existe una funcién continua ¢ en [a, b] tal que pu(z : f(x) # ¢(x)) < 6.

. Unicidad. Sea X el conjunto de nimeros racionales y A el algebra de uniones finitas de
intervalos de la forma (a, b] con pu(a,b] = oo y u¢p = 0. Demuestre que la extension de p a la
o-algebra mas pequena conteniendo A no es unica.

. Medibilidad de abiertos. Sea X =Y = [0,1], y u = v la medida de Lebesgue. Muestre
que todo abierto en X x Y es A*-medible (donde A = p X v), y por lo tanto todo Boreliano en
X XY es medible.

. Tensién. Consideremos un espacio métrico (X, p) con su o-dlgebra de Borel B. Decimos que
una medida g en (X, B) es de probabilidad si p(X) = 1. Decimos que tal medida es tensa si
para todo € > 0 existe un compacto K tal que pu(K) > 1 —e. Demuestre que si X es separable
y completo entonces toda medida de probabilidad en (X, B) es tensa.

. Funciones Borel-medibles. Sca f una funcién Lebesgue medible en R¥. Pruebe que existen
funciones Borel-medibles g y h tales que g = h c.s. y g(x) < f(z) < h(x) para todo z € Rk.

. Fubini para la medida conteo. Sea X = Y el conjunto de los nimeros naturales, con
M =N = P(X). Sean u = v las medidas que le asocian la cardinalidad a cada conjunto.
Enuncie los teoremas de Fubini y Tonelli explicitamente en este caso.

. Caso en el que Fubini y Tonelli no se satisface. Sea X =Y = [0,1] con M = N
los Borelianos, p la medida de Lebesgue y v la medida conteo. Muestre que el conjunto
A ={(z,y) € X XY : 2z =y} estd en R,s, pero que su funcién caracteristica no satisface las

igualdades
/ Fd(u x v) = / / Fdudy = / / Fdvdp.



