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P1. Sea (Q,F,P) espacio de probabilidad. Considere M,, : & — R sucesién de variables aleatorias, con My
constante y (M,,), C L'. La sucesién (M,,),, se dice martingala si

E(Mp+1|Fn) = My, V>0
con Fo ={¢,Q} y Fr, = o(My, My,...,M,), paran > 1.
Sea T : 2 — N. Se dice que T es tiempo de parada si
{T'=n}eF,, Vn>0.
(a) (0.5 ptos.) Pruebe que E(M,,) = My, para todo n > 0.
(b) (1 pto.) Pruebe que E(M,, - Z) = E(Mg - Z), si Z es F,—medible, n < K.
(¢) (3 ptos.) Sea T un tiempo de parada acotado, es decir, existe K constante tal que P(T' < K) = 1. Se
define
MT(W) = MT(w) (w>
Pruebe el Teorema de Doob:
E(Mr) = M.
K
Indicacién: Considere M7 = > M,1ip_p,.
n=0

(d) (1 pto.) Sea (By)i>0 un Movimiento Browniano. Pruebe que (B),)nen €s una martingala.
Indicacién: Calcule E(B,,11 — By|Fy).

(e) (0.5 ptos.) Considere
T=mf{i e N:B; >1}.

Pruebe que T es tiempo de parada. Se sabe que P(T" < oo0) = 1. Pruebe que E(Br) > 1, luego no se
verifica el Teorema de Doob para este tiempo de Parada. ;Por qué debe fallar?

P2. Se quiere construir una medida P en (RT, BT), T'= R, tal que las coordenadas verifican:

X; ~ N(t,t), Vt >0
Xy — X L Xy, us<s<t
Xy =0.

(a) (2 ptos.) Pruebe que si tal medida P existe, entonces para t; < --- < t, y A € B(R")

donde
o = to = 0
Aj =t —ti
_ 1 —%(Jc—z)2
q(&x,z)—%e 2s , >0, z,z€eR.

(b) (2 ptos.) Para ty,...,t, € Ry distintos se define
Kyt (A4) = Htgysetomn) (c(A))

con (ty(1),- -+ to(n)) s el estadistico de orden de t1,...,t,. Pruebe que la familia

{ptyoty 2 {t1, s ta} €T

verifica las condiciones de consistencia de Kolmogorov.
(c) (2 ptos.) Pruebe que (X; — t);>0 es un Movimiento Browniano.

Tiempo: 3 horas.



