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P3. (b) Sea f una función Lebesgue-integrable en [0, 1] tal que f(x) > 0 para todo x. Muestre que para
todo ε > 0

ı́nf
A⊆[0,1]
µ(A)≥ε

∫
A

fdµ > 0.

Solución: Sea ε > 0 y sea Bn = {x ∈ [0, 1] | f(x) > 1/n}. Claramente Nn ⊆ Bm si m ≥ n. Además,
como f(x) > 0 para todo x ∈ [0, 1]:

[0, 1] = {x ∈ [0, 1] | f(x) > 0} =
⋃
n∈N

Bn.

Por la continuidad de la medida, µ(Bn)→ 1. Luego, existe N ∈ N tal que µ(BN ) ≥ 1−ε/2. Sea c = 1/N
y B = BN .

Sea A con µ(A) ≥ ε. Notemos que

µ(A ∪B)︸ ︷︷ ︸
≤1

= µ(A)︸ ︷︷ ︸
≥ε

+ µ(B)︸ ︷︷ ︸
≥1−ε/2

−µ(A ∩B)

por lo que
µ(A ∩B) = µ(A)︸ ︷︷ ︸

≥ε

+ µ(B)︸ ︷︷ ︸
≥1−ε/2

+−µ(A ∪B)︸ ︷︷ ︸
≥−1

≥ ε

2
.

De esta forma, ∫
A

fdµ ≥
∫
A∩B

fdµ > c · µ(A ∩B) ≥ c · ε
2
,

por lo que

ı́nf
A⊆[0,1]
µ(A)≥ε

∫
A

fdµ ≥ c · ε
2
> 0.

1


