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Sea A C [0,1] un conjunto Lebesgue-medible tal que existe o > 0 con pu(ANT) > au(I) para todo
intervalo I C [0, 1]. Pruebe que pu(A) = 1.

Sea A C R un conjunto Lebesgue-medible de medida positiva. Muestre que
A—A={a—-d | a,d € 4}

contiene un intervalo abierto de la forma (—e,¢). Concluya que |A| = c.

Indicacién. Use la regularidad de la medida de Lebesgue y que la distancia entre un compacto y
la frontera de un abierto que lo contiene es estrictamente positiva.

Sea A la tribu generada por los singleton de un conjunto no numerable X. Muestre que f: X — R
es A-B(R) medible si y solo si es constante salvo a lo mas en un conjunto numerable.

Sea (X, A, u) un espacio de medida completo con p(X) < oo. Pruebe que una funciéon f: X — R es
A-B(R) medible si y sélo si para todo conjunto A € A de medida positiva y para todo £ > 0 existe
un conjunto A O B € A de medida positiva tal que

sup |f(z) — f(y)| <e.
z,yeB
Indicacion. Para la implicancia «hacia la izquierday defina, dado A € A de medida positiva y
e >0,
B = {Bed | BCAMB) >0, sup [f) - 1] <<
z,yeB

y considere

01 = sup u(B), b2 = sup u(B), b3 = sup u(B),...
BeB(Xe) BEB(X\Be) BEB(X\Ba,e)

con By € B(X,¢) tal que p(B1) > 61/2, Ba € B(X \ By,¢) tal que pu(Bs2) > d2/2, etc..

Sea f una funcién Lebesgue-integrable en [0,1] y 0 < a < 1. El objetivo de este problema es
demostrar que si la integral de f sobre todos los conjuntos de medida exactamente « es cero,
entonces f = 0 casi seguramente. Para esto, se propone el siguiente esquema:

1) Muestre que si (Ax)ken C A verifica u(Ay) — 0, entonces fAk fdu — 0.

11) Dado € > 0, pruebe que existen naturales n, m tales que 0 < n — ma < e.
Indicacidn. Distinga el caso « racional e irracional. Para el caso « irracional, estudie la sucesion
([ka])ken, donde [x] =z — |x] denota la parte fraccionaria de z.

111) Use lo anterior para probar que f[o 1 fdu =0.
1v) Notando que min{a, 1 — o} < 1/2, justifique que se puede suponer que o < 1/2.
v) Concluya.

Sea f una funcion Lebesgue-integrable en [0, 1] tal que f(x) > 0 para todo z. Muestre que para
todo e > 0



