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P1. Definiciéon. Diremos que un cardinal a es un niimero de Ulam o un cardinal no medible si la tnica
medida finita p definida en P(X) con |X| < a que es nula en los singleton es la medida nula.

(a)

(b)

Muestre que « es un cardinal no medible si y sélo si para toda familia F de conjuntos disjuntos dos
a dos con |F| < a toda medida v tal que v(A) = 0 para todo A € F, v (|JF) < oo y tal que toda
union de una subfamilia de F es medible verifica v ((J F) = 0.

Solucién:

=) Sea F familia de conjuntos disjuntos dos a dos con |F| < o y v una medida tal que v (|JF) <
o0, V(A) = 0 para todo A € F y tal que | JG es medible para todo G C F.
Tomemos X = F y u(G) =v (|JG) para todo G C F. Asi, u(X) =v(JG) <0y

u({z}) = n{ay) = v (L(Ar) = v(4) =0

para todo z € X. Como |X| = |F| < a, X y u satisfacen las hipotesis de la definicion, lo que
implica que

v (U]-') = u(F)=pnX)=0.

<=) Sea X un conjunto con |X| < oy p una medida en P(X) nula en los singleton.
Tomemos F = {{z}},ex y v (UG) = n(lUG) paratodo G C F (notar que | JG C X si G C F).
Asi, v (UF) = p(X) < o0, v(A) = v({z}) = p({z}) = 0 para todo A € Fy UG € P(X) es
medible para todo G C F. Como |F| < a, F y v satisfacen las hipotesis del enunciado, lo que

implica que
wX)=un (Uf) =v (U]:) =0.

Probaremos que si « es un nimero de Ulam infinito, entonces su sucesor 8 también lo es. Sea X
con |[X| =4,Y con |[Y| = ay u una medida finita en P(X) con u({z}) = 0 para todo = € X.
Considere el siguiente esquema de demostracion:

i) Justifique que existe un buen orden de X tal que los conjuntos A, = {2’ € X | 2’ < x} tienen
a lo méas cardinal a para todo =z € X.
Solucién: Por definicion de cardinal sucesor, se tiene que

| X| = ’U{s ordinal ’ ls] < a} ’

T

Luego, existe f: X — T biyeccion. El conjunto T tiene un buen orden natural inducido por el
buen orden de los ordinales (¢t < ¢ en T siy sélo si ¢t <t en algtn ordinal s tal que ¢,t" € s),
lo que induce un buen orden en X: x < a’ si y solo si f(z) < f(2').
De esta forma,

flAe)=f{a' e X | o/ <a)={t' €T | t' < f(z)}.

Si s es un ordinal con f(z) € s, entonces f(A,) € s pues es un segmento inicial. Luego,
|f(Az)] < |s| < a. Al ser f biyeccion preserva el cardinal, lo que muestra que |4, | < «.



ii)

iii)

Sea fy: Ay — Y inyectiva. Sea AY = {2/ € X |z <2/, fur(x) = y}. Muestre que existe x € X
tal que p(AY) =0 para todo y € Y.

Soluci6én: Primero, notemos que si z,z’ € X son distintos, entonces AY N AY, = @. En efecto,
sia” € AYN AY, se tiene que

v <" A for(z) =y AT <@ A for(a) =y

w//eA’ayE a:"EA,Z,

En particular, f,»(z) = fur(2') =y, lo que muestra que = 2’ por la inyectividad de f.
Notemos ahora que si D C Rar es tal que

Z d = sup Z d < oo
deD D'CD  gepr
D’ finito

entonces {d € D | d > 0} es a lo mas numerable. De hecho, los conjuntos
D,={deD | d>1/n}

son finitos, ya que, si no, existiria una secuencia de conjuntos { D¥}cn con D¥ C D,, y |D*| =k
para todo k € N, lo que implica que

k
dod= D d>—

deD deDF

para todo k € N, lo que muestra que ;. d = co. Como

{deD | d>0}=|]J Dy
neN

y la unién numerable de conjuntos finitos es a lo mas numerable, se concluye lo deseado.
Luego, como fijando y € Y se tiene que

D ou(AY) = sup > p(AY) = sup pu( | AY) < u(X) < oo
e X'CX X X'CX X

e x’ finito " x’ finito "©
obtenemos que {z € X | w(AY) > 0} es a lo mas numerable.
Asi,

Hy,z) e Y x X | p(AY) >0} <a-N<a-a=a<pf.

Si para todo z € X existiera y € Y tal que u(AY) > 0, tendriamos que el conjunto anterior
tiene cardinal al menos 3, pues contiene al menos una copia de X. Concluimos entonces que
existe z* € X tal que pu(A%.) = 0 para todo y € Y.
Concluya.
Solucion: Usamos la caracterizacion de la parte (a) con F = {A%. }ycy. Como |F| < ay «a
es un cardinal no medible, obtenemos que

u( U A'z*> =0.
yey
——

A



Notemos que
A=JA =Jlwex | 2" <o fu@) =y} ={2' €X | 2" <2}
yey yey

Luego,
X\A={r"eX | 2/ <z*},

que es un conjunto de cardinal a lo més «. Usando nuevamente que « es un nimero de Ulam,
concluimos que (X \ A) = 0. De esta forma,

w(X) = p(A) + p(X \ A) = 0.

(c) Sea ahora & = {S;};cr una familia de conjuntos indexados por ordinales ¢ € I tales que i < j
implica S; € S; y |S;| < |S;|. Suponga ademas que |S;| es un namero de Ulam para todo i € I y
que |S| también lo es. Pruebe que ||J S| también lo es.

Solucién: Sea F una familia de conjuntos disjuntos dos a dos con |F| < |JS| y v medida con
v (JF) < 00, UG medible para todo G C F y v(A) = 0 para todo 4 € F.
Sea f: F — |JS inyectiva. Sea

Fi={AeF | f(A)eSiy1\Si}, Faa={AeF | f(A)eSo}

Se tiene que F = (J,c; Fi y que |F;| = [Si11] para todo i € I U {—1}. Como [S;| es un nimero de
Ulam para todo ¢ € I, concluimos, usando la caracterizacion de la parte (a), que

V(UF) =0 Viel.
F={UF |ie1}

tiene cardinal |I| que es no medible, lo que implica, usando nuevamente la caracterizacion, que

v (U F') =0.

El resultado se concluye del hecho que |JF' =J F.

Ademas,

P2. Sea X un conjunto y {Ay}nen una familia de o-algebras en X tales que A,, & A, 11 para todo n € N.
El objetivo de este problema es probar que J, .y A, no es una o-algebra. Para esto, se propone el
siguiente esquema:

(a) Supongamos que existe B € A; \ {X, 2}. Muestre que si
BNA,=BnNA,;1 vy (X\B)NA,=(X\B)NA1

entonces A, = A, 11.
Solucién: Sea A € A,,+1. Luego, BNAe€ A,y (X\B)NAe€A,. Como

A= (BNA)U((X\B)N A)

se concluye que A € A,. La otra inclusién es idéntica.



(b)

(c)

Muestre que existe E € A; \ {X, @} v {pk}ren una secuencia estrictamente creciente de naturales
tal que {E N A,, }rken es una secuencia estrictamente creciente de o-algebras en E.

Soluciéon: Tomemos B de la parte anterior. Luego, como A, & A,+1, para cada n € N debe
ocurrir que

BNA, S BNA,+1
o que

(X\B)NA, G (X\B)N Ay

Alguna de estas dos afirmaciones debe ocurrir para infinitos n € N, pues si las dos ocurrieran sélo
para finitos n € N se tendria que para infinitos n € N no ocurre ninguna. Definamos F € {B, X\ B}
tal que lo anterior sucede una infinidad de veces. Definimos {px }ren como los indices tales que

ENA, gEﬂAn.H

(p1 es el primer n que verifica esto, py es el segundo, etc.).

Construya conjuntos disjuntos { Fi } ,en y una secuencia estrictamente creciente de naturales {jx } xen
tales que Fy € Aj, 41\ Aj,. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que X = J, oy Fx y que
Jk = k.

Solucién: Sea j; =1y F1; = F como en la parte anterior. Esto nos da una sucesion estrictamente
creciente de naturales {p}}icn tal que

(ElﬂApl;,)\(El m.Apll) 7£ o Vi<i.

Sea Ep € (E1 N AL )\ (E1NAp) tal que existe {p?}ien una subsucesion de {p}};en con p? = p}

K3

para i < 2 que verifica

(E2NAp )\ (BaNApg)#2 V2<i<i.
Como F, € Ap% (estd en A;), se tiene que Ey € Ap% (va que Es € E1 N Apé). Tomamos jo = p3.
Sea E3 € (BN Ayz) \ (B2 N Ayz) tal que existe {p}}ien una subsucesion de {p7}ien con pf = p7
para i < 3 que verifica

(Eg ﬂAPS,) \ (E3 ﬂAp'?) 20 V3<i< i.
Como Ep € A2 (esta en A1), se tiene que E3 € Ay (ya que Es € Ex N Ajz). Tomamos js = p3.
Continuamos inductivamente: si tenemos Ejy, y {pF}ien, tomamos Eyy1 € (Ej N Apllz+1) \ (Ex Npf)

tal que existe {pFT! }ien subsucesion de {pF}ien con pfT = p¥ para todo i < k + 1 que verifica

Eyiq € (Ek n Aplfl+1) \ (Ek n Apk+1) VE+1<i<i.

Como FEj, € Apﬁﬂ (esta en Apz—l), se tiene que Epiq € Apﬁ+1 (va que Fxiq1 € Ex N AP§+1)'
Tomamos jiy1 = pZH.
De esta forma
Epi1 € (BExNAj )\ (BN Aj).
—— ——

A Ak
P§+1 Pk

Ademés, Fj € .Apz—l = APE = .A]k

Tomamos Fy = Ej \ Ejpyq. Claramente F, € Aj, ., v los Fj son disjuntos dos a dos. Como
Eyy1 ¢ Aj, y Ey € A, se tiene que Fy, ¢ A, (si estuviera, Ey U Fy, = Ej41 € A;,).



(d)

(e)

Notemos que

U A= A

keN keN
pues los conjuntos son encajonados y ji es estrictamente creciente. Debido a esto, podemos suponer
que jr = k para todo k € N (el objetivo es probar que la unién no es o-algebra y tal union no
cambia al reducir nuestra sucesién de o-dlgebras a las de la forma Aj, ). Por otro lado, pode-
mos suponer que X = |J, oy Fr, pues podemos reemplazar A, por (UkeN Fy, ) N A,. Se tiene
que si U, e ((UkEN Ey ) N An) no es o-algebra, entonces existe una coleccién numerable de con-
juntos {Ay bmen tal que U, en ((Upen Fr ) N Am) € Unen ((Ugen Fr ) N Ar), lo que implica que
Umen Am ¢ U, ey An, es decir, (J,, oy A, tampoco es una o-algebra.
Sea : X — N definida por m(z) = k si z € F). Sea A, = {ACN | 7=1(A) € A, }. Muestre que
{k >n} € A, y defina B, C {k > n} como el conjunto mas pequefio con n € B,, € A/. Pruebe
ademas que si m € B, entonces B,, C B,.
Solucién: Como A/, es una o-algebra, basta ver que {k < n} € A}, para probar que {k > n} € A,.
Esto es claro, pues F}, € A, para todo k < n, lo que implica que

m ' ({k<n}) = | Fr € Ay,

k<n

que es la definiciéon de que {k <n} € A,,.
La idea es definir

B, = ﬂ A,

ncAcAl,

pues de esta forma se tiene que sin € A € A/, entonces B,, C A. El problema es que esta
interseccién no es necesariamente numerable, por lo que no es claro que al definir B,, de esta forma
se tenga que B,, € A/ . Para solucionar esto, notemos que para cada j € B, existe A; € A/, tal que
ne€A;yj¢A; Asi escribiendo

Bn= () 4

JEBY,
obtenemos que B,, se escribe como una interseccion numerable de elementos de A/, por lo que
B, e Al.
Si m € B, se tiene que m > n, pues B, C {k > n}. Esto implica que A, C A/  por lo que
B, € Al.. Como B,, es el conjunto méas pequefio en A/ que contiene a m y B, es un conjunto en
Al que contiene a m, debe tenerse que B,,, C B,.

Sea {ny}ren una secuencia estrictamente creciente de naturales tales que ngy1 € By, para todo
k € N. Sea E = {ng, ng,ng,ns,...}. Suponga que existe n € N tal que E € A, y encuentre una
contradiccion.

Solucién: Es claro que B,, # {n}, pues F,, ¢ A,. De esta para cada n € N existe n’ > n tal que
n' € B,.

Tomemos ny = 1. Sea ny > n; tal que ny € B,,. Sea n3 > ng tal que ng € B,,. Continuamos
inductivamente, de modo que tomamos ngy1 > ny tal que ngy1 € B,,. Estos conjuntos son
encajonados: B,, 2 By, 2 B, -

Sea I = {na,n4,n6,ns, ... }. Si J, ey An fuera o-algebra, entonces

UFle U»Ana

keN neN



por lo que existe p € N tal que 71 (E) = U,y For € Ap. Esto es equivalente a que E € Aj,. Como
las o-algebras Aj son crecientes se tiene que E € A,,, (claramente ny, > p). Ademas, ny, € E,
lo que muestra que B,,, C E Esto contradice el hecho que ngpi1 € By,,, pues en E hay solo
nimeros pares. Asi, | J,cy For no puede pertenecer a ningin Ay, lo que muestra que |J,, .y A, no
es o-algebra.



