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KKT, Farkas y Dualidad !

Problema 1
Considere el problema:

min —2z, — 629 + 112 — 22129 + 225° + 215>

rrtwy <2
—x1+ 21y < 2
r3 < 2

x1, 22,3 = 0

Determine si (z1,22,23) = (3,3,1) es o no solucién. Repita para el vector (z1, 22, 13) =

(5.5.0).

Problema 2
a) Sea S = {x € R"/Ax = b,z > 0} # (), donde A es matriz de m x n, de rango m.
Demuestre que S posee al menos una direccién extrema, si y solo si S es no acotado.
b) Demuestre que si el problema:
min ¢’z

es no acotado, entonces no existe y € IR™ tal que ATy < c
¢) Sean A matriz p X n y B matriz ¢ X n. Demuestre que uno y sélo uno de los siguientes
tienen solucion

(I) Ar <0 Bx=0

'La clasificacién de los ejercicios, es jtentatival.



() ATu+BTv=0 u#0,u>0
d) Demuestre que, si para todo y > 0 tal que A'y > 0 se tiene b'y > 0, entonces existe
x > 0 tal que Az <b.

Problema 3
Demuestre que el problema:

1
(PQ) min 51‘th +cx

b

IV IA

con () matriz de n X n simétrica, definida positiva, y A matriz de m X n, es equivalente
a resolver:
(PC) Encontrar w,z € IR™™ tales que

w—Mz = q
wlz =
w,z > 0

donde ¢' = (b, ¢") . Dar explicitamente M.

Problema 4
a) Sea A € M,,x., , ¢ € IR". Muestre que exactamente uno de los siguientes sistemas tiene
una solucién:

Ar =c¢
Aly=0 dy=1
b) Sea A € M,,«n. Muestre que los siguientes dos sistemas tienen soluciones = e y tal

que Az + 7y > 0:
Az >0

Ay=0 y>0



Problema 5
Considere el siguiente problema, en donde A es una matriz de m x n :

(P) min c'x
sa: Az =bxr >0

y sea z* una soluciéon 6ptima.

a) Suponga que x7j,... 2, >0y aj =0paraj=p+1,...,n Demuestre que el sistema:
Ad=0
dd <0
dpt1,...,dpy >0

no tiene solucién.
b) Demuestre, usando el teorema de Farkas, que existe un vector w tal que:

Alw < ¢

(c —d'w)z* =0

Problema 6
Utilize el teorema de KK'T para estudiar los siguientes problemas y sus posibles soluciones
propuestas:

a)

min —x; + 224

—(1 =21’ +22 <0
—x2§0

con la solucién z* = (1,0).
b)

min —x; — T

T2+, —1<0
—l'QSO



con las soluciones 7' = (1,0), 7' = (0, 1).

c)

min —T1 + T2

$12+I2—1§0
$1-l’2+1§0
—Z'QSO

con la solucién z* = (1,0).

Simplex y Dualidad?

Problema 7
Use el método Simplex para resolver el problema:

minx; + 2x — 23

T —|—2.CE2 — I3

ZL’1+CL’3

AVARVANNLYS
N

L1, 22,3

. Es tnica la solucién?

Problema 8
Considere el problema:
(P ) min T1 + X9

2%1—3$2—$3+$4
$1—2$2+ZE4 =

L1, T2,T3, Ty Z

2Ver nota a pie de pagina en primera pagina.



Use el método Simplex (en sus dos fases) para revolver esta problema.

- Si no hay solucion factible, explique como se pone en evidencia ese hecho.

- Si hay solucién 6ptima, indique cudl es, y si es unica.

- Si el problema es no acotado, indique una direcciéon extrema sobre la cual la funcién
objetivo decrece monotonamente a —oo. (Justifique).

Problema 9
Demuestre que Z = (0, 1,2, 3,0)" es solucién éptima del siguiente problema (P):

(P) méx xy + 2xe + 4x3 + 24 — x5

T1+ro+a3+3xs—x5 < 35
201 + 29+ 325 < 1

203 —2x5 < 4

31 +r4+25 < 3

200 — X0+ 33— x4+ 15 < 3
T1,To,X3,T4,T5 > 0

Encuentre ademds una solucién 6ptima del dual de (P).

Problema 10
Considere
(P)\) Z()\) = min 21‘1 + )\1‘2

—4I1 + 3$2 — T3 Z 16
Ty + 629 +3x3 > 12
x1,ro,x3 = 0

a) Resuélvalo para A = 0 e indique el valor éptimo z(0).
b) Grafique z(\), A € IR.

Problema 11
a) Para el problema (P), escrito en forma candnica, se llega al siguiente cuadro:



a; 0 1 0 0]-100
2 1 4 0 011
as 0 a4 1 014
(6% 0 O 0 1 (071

,Cuales son las condiciones para:

i) La solucién en curso es éptima (indiquela).

ii) El problema es no acotado.

iii) La solucién en curso es éptima, pero no es unica (itere para indicar otra solucién).

b) Sea (P) : min f(xz),c € Q, en que f : Q +— IR, es convexa. Demostrar que si
x1,..., T € £ son soluciones de (P) entonces cualquier punto de co{xy,...,zx} es solu-
cién de (P).

Problema 12
Considere
(P) min x + x9 + 23 — 24

r1—2x9+1x4 < 4
r1+z9 < 6

i +x3 < 10
T1,Te, %3, T4 > 0

i) Se propone una solucién sélo con x4 en la base (z1,x2,23 fuera de la base). {Es factible?
. Es optima?.

ii) Se propone una solucién sélo con x9,x4 en la base (x1,23 fuera de la base). ;Es factible?
. Es optima?.

iii) Escriba el dual de (P) y deduzca una solucién éptima.

Problema 13
Considere el problema:
(P,) min ax; + x3

xT1 — To + X3

—T1+2r3+T5 =

I
W N

X1 — X3+ 24



T1,T2,T3,T4,T5 > 0

a) Resuélvalo, indicando el conjunto solucién:
V() ={zr € R"/x es solucion de (P,)}

para cada a € [—1, 1].
b) Grafique Z(«), el valor 6ptimo, para o € [—1,1].

Problema 14
Considere las funciones f; : IR} — IR, ¢ = 1,...,k convexas y diferenciables y sea
f(z) = méx{fi(z),..., fe(x)}. Considere ademds el problema:

(P) min f(z)
z>0

a) Demuestre que todo minimo local de (P) es un minimo global.
b) Demuestre que el problema (P) es equivalente al problema:

(P') mint

en el sentido que una solucién de (P) permite deducir de forma trivial una solucién de
(P') y viceversa.

c) Sean & minimo de (P) e I = {i = 1,...,k/fi(z) = f(z)}. Demuestre que existen
u; > 0,4 €l yvelR);, tales que:

el
S o= 1

icl
—t .
zv=0



d) Parael casoen que k =n =2, fj = =1+ +x2y fo(z) = 1 — x4, resuelva el problema
(P) usando el algoritmo Simplex con sus dos fases. Determine u y v para este caso.

Problema 15
Considere el problema de programacion lineal:

(P) min 2xy + x4

—41’1 + 31’2 — T3 Z 16
1+ 629+ 33 < 12
x1, 22,73 = 0

a) Escriba el probema Dual asociado.
b) Resuelva el problema primal, usando el algoritmo de simplex dual.

Problema 16
Aplicando el método de simplex dual, a la siguiente tabla para maximizar z con variables
no negativas, ri,...,Ts:

0 0 -1 -5 -6
10 -1 2 -2
01 3 -4 819

5
3

. Es este problema factible? ;Que puede usted decir? (o hacer 7).
Analisis Post-Optimal?®

Problema 17
Considere el siguiente Problema (P)

(P) méx 6z + 14x9 + 1323

3Ver nota a pie de pagina en primera pagina.



1
—T1 + 2z9 + 73

5 < 24
1+ 2x9 + 423 < 60
r1,T2,23 > 0

a) Pruebe que el método simplex aplicado a (P) nos entrega el siguiente cuadro final:

09 0 11 3 [294
1 6 0 4 -1/36
0 -1 1 -1 516

b) Supongamos ahora que los costos son perturbados de manera que ¢; = 6 + 6, co =
14420, c3 = 13+ 26. Grafique el valor éptimo z del problema (P), en funcién de #, dentro
del rango para el cual la base 6ptima no cambia.

Problema 18
Considere el siguiente problema (P)

(P) min —2z + 29 — a3

1+ To + T3 S 6
—x1+ 229 < 4
x1, 22,3 = 0

a) Resuelva (P) por el método simplex, dando ademas la solucién del problema dual.

b) Suponga que los costos ¢y =1y ¢3 = —1 se modifican a ¢ = —8 y ¢3 = 10 Determine
si la base 6ptima cambia. Encuentre una nueva soluciéon de los problemas Primal y Dual.
c¢) Repita lo mismo de la parte anterior con é; = —3 y é3 = 1.

d) Suponga que el lado derecho de (P) se modifica a b* = (3, —4). Determine si la base
optima cambia. Encuentre la nueva solucién 6ptima de los problemas Primal y Dual.

e) Suponga que en (P), la segunda columna de la matriz A (es decir, as® = (1,2)) se
cambia por a2’ = (2,5). Determine si la base éptima cambia. Encuentre la nueva solucién
optima de los problemas Primal y Dual.

Problema 19
Considere:
(P) max 9%2 + T3 — 21’5 — Tg



51‘2 + 5013 + x4 +x5 = 10
T — 15%2 + 2.T3

To + T3 + Ty + Tg

Y
o

X1,T2,T3,T4,Ts5,Tg

a) Escriba el problema dual (D) correspondiente.

b) Resuelva (P) e indique la solucién de (D) (o viceversa).

c¢) Resuelva (P), pero suponiendo que el coeficiente de x5 en la funcién objetivo es ¢5 = 1
en lugar de -2).

d) Suponga que al problema (P) (original) se le modifica el recurso by de manera que
by = 10« jPara que valores de « la base éptima no cambia 7.

e) ;Que sucede si al problema (P) se le agrega la variable z7, con costo ¢; = 1 y vector
columna (0, —1,0)?.

f) i Que sucede si a (P) se le agrega la restriccion x1 + xo + 23+ x4 + x5+ 26 < [ 7 Analice
en funcién de j3.

Problema 20
Considere el problema lineal:

(P) min z = 5x; — 3o

2$1—ZE2+4$3 S 4

LL’1+SL’2+2$C3 < 5

2.%’1—$2+1133 2 1

r1,%2,23 = 0

a) Dado el siguiente cuadro 6ptimo:

000 -2 -1 10

01 0 -1 2 2

1 00 -3 5 -2 11

001 Y o0 |1



jcual es la solucion del problema dual?.

b) Escriba B, matriz de base (6ptima) y B~1.

¢) Si z cambia a 2 = 5x; — 3z + 223 . jcudl es el conjunto de soluciones éptimas?.

d) Si b cambia a bt = (5,4,1)! (en el problema original), ;cuél es el conjunto de soluciones
Optimas?.

e) Si se introduce (al problema original) una nueva actividad u, cuya columna correspon-
diente es (—1,—3,1), jcudl es la nueva solucién éptima?.

f) Si se agrega (al problema original) la restriccién

x1+$2+1’325

icual es la nueva solucién 6ptima?.

Problema 21
Considere el problema lineal:

s.a. : Az =5b

y suponga que tanto el primal como el dual son factibles. sea ¢ una solucién 6ptima co-
nocida del dual.

(a) Denotemos por (P1) el problema que resulta de multiplicar la k-ésima ecuacién de
(P) por A # 0.

(i) Demuestre que si T es solucién 6ptima de (P) entonces es también solucién de (P1)
(ii) Encuentre una solucién éptima del dual de (P1).

(b) Denotemos por (P2) el problema que resulta de agregar A veces la k-ésima fila de A
ac.

(i) Demuestre que si Z es solucién éptima de (P) entonces es también solucién de (P2).
(ii) Calcule los costos reducidos de la tabla 6ptima del problema (P2).

(iii) Encuentre una solucién 6ptima del dual de (P2).



