Pauta P2C1 MA37A

(a) (Total: 3 pt.)

i) 2 pt.
fly) = mf{[lz =yl | = €S}

p.d.q. f es convexa, es decir:
fzy + (1= Naxg) < Mf(x) 4+ (1= N f(xs) Vo, z, € RY VA€ [0,1]
Sean entonces x1, 72 € RV, y T € S arbitrario, se tiene:

|7 — Az1 — (1 — Aza)|| < ||T+ AT — AT — Azq — (1 — Ao
(1= )T = (1= Az — A@ — 21)]
< (=N |7 = 22l + AT — 24 ]
como T € S es arbitrario:
fFr + (1= A)zz) = Inf |7 — Az — (1 = Azs) |

< inf (1= ) [[7 = wal] + AlJ7 = 2]
< inf (1= ) |7 = 2| + inf A7 = ]| = Af (1) + (1= N f ()

Observacién: Si sélo se considera z1, x5 € S el resultado es trivial ya que f(y) =0 Vy € S
asi que en éste caso el puntaje maximo es 1 pt..

ii) 1pt.
g(y) =sup {y'z | z €S}

Nuevamente se debe demostrar que g es convexa, i.e.:
gy + (1= Nge) < Ag(y1) + (1= Ng(ye) VYyr,y2 € RV VA€ [0,1]
Sean entonces yi, s € RY, desarrollando:

gy + (1= N)ya2) = sup(Ays + (1 — N)ya)'

zeSs

= sup (Ayiz + (1 — N)yhz)
zeSs

< sup Ayix + sup(l — Nyax = Ag(y1) + (1 = N g(y2)
xe Te

Observacion: Si sélo se considera yq,ys € S el resultado es trivial ya que g(y) = |ly|| Yy € S
asi que en éste caso el puntaje maximo es 0.5 pt..
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(b)
i)

(Total: 3 pt.)

1.5 pt. Demostrar que (F) y (P) son equivalentes, con:

(F) min xl”fz;ZQ (P)miny, — 62
s.a —xo+xy <3 sa —y1+y2—32z <0
T1+2xy <12 y1+ 2y, — 122 <0
X1,T2 20 Y1,Y2, 2 20

i +y+22 =1
De la tltima ecuacién de (P) se debe definir:

1 T )

224’ :—7 = —
T+ L9+ 2 4 z Y2 z

Para tener todo el puntaje se debe reemplazar explicitamente el valor de y1,y2 y 2 en cada
una de las restricciones de (P), comprobando que equivale a la correspondiente(la que esta al
lado) ecuacién de (F), lo mismo para las funciones objetivo, por ejemplo para la positividad:

T T
1,9 > 0= 2 >0, luego como ylzzl, yng = Y1,y > 0

Y1,Y2, 2 > 0= 21,29 > 0 pues 1 = Y12, To = Yoz Yy entonces:
T1,T2 ZO<:>3/171/27220

(-0.3 pt. por cada equivalencia que no se demuestra.)

1.5 pt. Slo y, participa en la fn. objetivoc(y2, z) = y2 — 6z, asi que graficamos el plano ys, 2 :
En éste caso —Ve = (6, —1), y el 6ptimo se alcanza en (%, 0). Voviendo al problema (F) estos
valores corresponden a z = (0, 0)

y2=1—21
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Pauta P2C2 MA37A

i) (Total: 3 pt.)

a) 1 pt. Para el problema:

(P)min  f(z)

s.a FExr<d
Arxr =0
ze X

Se define:
0(u,v) = inf {f(z) +u'(Ex — d) + v'(Az — b)}

reX

Se pide explicitar #(u,v) para el caso particular:
flz1,20) = =21 — 29, Ex=uz1+22—3, d=0 ,X={0,1,2,3,4}
Como no hay restricciones de igualdad, # no depende de v, luego reepmlazamos y obtenemos:

O(u) = inf - — 209 — 3)} = inf 1— 2u — 1
(u) x€{0{327374}{ o1 — 2+ u(zy + 225 — 3)} L {z1(1 —u) + 22(2u — 1)}
(La mayoria sélo desarrollé hasta aqui: 0.5 pt.) Pero con explicitar nos referimos a encontar
el infimo, que se alcanza pues el conjunto es finito.
Se debe considerar varios casos, dependiendo de los signos de (1 —u) y (2u — 1):

0<u< %: En este caso :

[N
IA

(1 —u)>0, (2u—1) <0 luego el infimo se alcanza en x1 = 0,29 =4 y:

O(u) =4(2u — 1) — 3u

IA
—

. En este caso :
(1—=u)>0, (2u—1) >0 luego el infimo se alcanza en z; = 0,25 =0 y:

O(u) = —3u

1 < wu: En este caso :

(1 —u) <0, (2u—1)>0 luego el infimo se alcanza en x1 = 4,25 =0 y:
O(u) =4(1 —u) — 3u

(0.2 por cada caso)



b) 1 pt. Si z es factible en (P) :
Ex—d<0yAr—b=0 =u'(Ex—d)<0puesucR,
luego Vz factible:
O(u,v) =f(x) —l—yt(Ea: —d) —|—3}t(A;1: —b) < f(x)

J
-~ -~

<0 =0

con lo que concluimos pues:
_ t _ t _
0(u,v) —ig)f( {f(z) + u'(Ex — d) + v'(Az — b)}
< inf {f(z)+u'(Ex—d)+o'(Az —b)}

" x factible

<f(z) Y(u,v) € R, xR™

c) 1 pt. Suponemos: sup O(u,v) =—4o00
R/ xR™
Si 37 factible para (P) =  f(Z) < 400 y entonces:

sup O(u,v) < f(T) < 400
R/ xR™

lo que copntradice la hipétesis, luego si 6(u,v) es no acotado = (P) es infactible.
ii) (Total: 3 pt.)
a) 1 pt.
(Q)min  — xzy — 39
S.a. X1+ T2 S 8
—r1 + 19 < 4
T S 6

x1,22 >0

Primero agregamos avriables de holgura:
(Q)min  —xy — 3
s.a. T1+x9+13=28
—x1+ a0 +2x4=4
r1+ 25 =06
;>0 1€{1...5}



Comenzamos a iterar con las variables de holgura en la base:
-1 -3 0 0 00 -4 0 0 3 0 12

_11 (1) (1) 8 4 ( entra z7) (1) (1) 11 8 i ( entra z)
10 0016 1 00 0 1 6

00 2 1 0 20

1 0 4+ -1 0 2 Encontramos el éptimo : z = (2,6)

01 % % 0 6 yelvalor de la funcién objetivo es -20.
00— 5 1 4

b) 1 pt. Escribimos el dual(0.2 pt):

(D)méx  8y; + 4ys + 613
s.a. T1+x9+1x3=2_8
y1—y2++ys < —1
yrt+y2 < -3
v >0 ie{1,2,3)

Podemos aplicar Simplex dual, o usar la holgura complementaria: Las variables de holgura de
(D) deben ser 0, luego se tiene:

Y1 — Y2 tys=—1

yr+y2 = —3
con y3 = 0, luego:
y1 — Yo =—1
yr+y2 = —3
=2y = —4
y2 = —1

Con lo que el 6ptimo dual se alcanza en (—2, —1), podemos corroborar que la funcién objetivo
vale —20 en (-2, —1).



c) 1 pt. Se pide graficar la funcién:
z(a) =min  —x; — 32y
s.a. T1+1 <«
—X1 + X2 S 4
T § 6

x1,T2 > 0

Para graficar la funcién se debe resolver el problema en funcién de «, en anélisis comienza
con el cuadro:
-1 -3
1 1
-1 1
1 0

(1)

o O = O
o= O O
_— o O O
= 0 O

Sia < 0 = el problema es infactible ya que z1,29 > 0y x1 + 25 < «, luego z(«) no

estd definido en R_.También se deduce que « = 0 = z(a) = 0. Se considera entonces
a > 0.

e (0 < a<4) Se itera una vez para llegar al cuadro:

2 0 3 00 3o«
1 1 1 00 «
-2 0 -110 4—-«
1 0 0 01 6

Observar que es factible pues 4 — a > 0, luego en este caso la solucién es: z(«) = —3a.
e (4 < «) Iteramos desde el cuadro (1):
—4

-1
1

O = O
O = O O
NI~ DD
O = O O
O O = O
[a—y

|
W~

a=4 1 6 — a=4
El cuadro es éptimo si a < 16. Para el caso a > 16 iteramos desde (2)

-4 00 3 0
-1 0 a—14
0
1

o

1
2
o
2

!
y

1

|

—_
o = O
o O =



000 3 4 36
201 -1 0 a-16
010 1 1 10
1 00 0 1 6

En resumen la funcién z(«) tiene la forma:

—3a 0<a<4
2(a)=¢ —4—-2a 4<a<16
—36a > 16
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