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GUIA EJERCICIOS 2

Recuerde que la funcién de distribucién discreta de una v.a
X espx(y) = P(X = y) y la funcién de distribucién acumulada
es Fx(z) =P(X < 2).

1.

3.

4.

Se dispone de una urna con n bolitas rojas indistinguibles
entre si, y m bolitas azules indistinguibles entre si. Se van
extrayendo bolitas al azar sin reposiciéon y se ubican en
una fila ordenada, hasta que se extraen todas las bolitas.

a) (Cudntas posibles filas resultantes hay?

b) Sea X el nimero de la extraccién en que se acumulan
r bolitas rojas (con r < n). Calcule la funcién de
distribucién discreta de X.

a) Sea X v.a. geométrica de pardmetro p € (0,1) y de-
fina Y = % Encuentre la funcién de distribucién

acumulada de Y.

b) Sea Z una v.a. a valores en Z. Decimos que Z es
simétrica si P(Z = k) = P(Z = —k) para todo entero
k. Muestre que Z es simétrica siy sélo si Fz(k) =1—
Fz(k—1) para todo k > —1 . Dé una caracterizacién
de simetria en términos de una relacién similar para
k> 1y calcule P(Z = 0) en términos de Fz(—1).

Sea a > 0, y defina para x > 0 la funcién

donde ¢ > 0 es una constante.

a) Muestre que si a < 1, no existe ninguna constante ¢
ni ninguna v.a. X tal que F' = Fx.

b) En el caso que a > 1, encuentre ¢ t.q. F es una
funcién de distribuciéon acumulada, y explicite P(X =
k) para cada k € N\{0}, donde X es una v.a. t.q.
Fx=F.

a) Sea Z una variable geom(p). Muestre que P(Z > k) =
(1 — p)*¥ para todo k € N, y que esa igualdad carac-
teriza la distribucién geométrica.

Se sabe que el evento en que un teléfono celular de la mar-
ca A se rompe cuando cae al suelo tiene probabilidad p,
independiente de las otras caidas. Para un celular de la
marca B se cumple lo mismo, pero con probabilidad g de
romperse, donde g > p. Usted se compra un celular y es-
coge al azar la marca, y después de k caidas aiin funciona.

b) (Cuél es la probabilidad de que haya escogido la mar-
ca A? ;Qué pasa cuando k es grande? Comente. In-
dicacion: trabaje con la variable aleatoria X del nt-
mero de la caida en que el celular se rompe. ;Qué
distribucién tiene X cuando la marca es A?

¢) ;Cudl es la probabilidad de que su celular vuelva a
sobrevivir otras k caidas?

d) Suponga que su celular efectivamente es de la marca
A. Suponga también que la cantidad de caidas que
ocurren mensualmente es una variable Y con distri-
bucién de Poisson con pardmetro A > 0. Calcule la
probabilidad de que su celular sobreviva un mes mas.
Indicacion: utilizando una propiedad conocida, con-
dicione en los posibles resultados de Y. Puede supo-
ner que las variables X e Y son independientes.

a) Pruebe que una v.a. aleatoria X discreta tiene ley
geométrica si y sélo si no tiene memoria, es decir,
para todo natural m,n > 1 se cumple

P(X >m+n|X >n)=P(X >m).

b) Sean X ~ geom(p) e Y ~ geom(q) independientes.
Muestre que min{X,Y} ~ geom(p + ¢ — pq). Inter-
prete.

6. Sean X ~ bin(n,p) e Y ~ bin(m, p) independientes. Mues-

tre que X +Y ~ bin(n+m, p). Interprete. Indicacion: para
calcular P(X +Y = k), particione en los posibles resulta-
dos de X y utilice la identidad
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con la convencién (‘;) =0 cuando b > a.

. Juan y Pedro lanzan una moneda (no neceseriamente equi-

blibrada) sucesivas veces, haciendo la siguiente apuesta:
Juan gana si salen n caras antes de que hayan salido m se-
llos. En caso contrario, gana Pedro. Suponga que en cada
lanzamiento, la probabilidad de que salga cara es p.

a) Muestre que para que ocurran n caras antes de m
sellos, es necesario y suficiente que ocurran al menos
n caras en los primeros m + n — 1 lanzamientos.

b) Pruebe que la probabilidad de que en una serie de N
lanzamientos, k£ determinados de ellos resulten cara
(es decir, por ejemplo, para N = 10, el primero, el
cuarto y el décimo son k = 3 lanzamientos determi-
nados) es igual a p*(1 — p)N=F

¢) Deduzca que la probabilidad de que Juan gane es

m+n—1
m+n—1 1 —
Z < . >pk(1p) +n—1-k

k=n

. Se quiere estimar la poblacién total N de cierta especie

animal en un ecosistema. Para esto, se captura primero
un numero 7 de ellos, y se marcan. Después de un ano, se
captura una cantidad n. Sea X el nimero de animales que
en la segunda captura estdn marcados. Calcule P(X = k).
Se estimard a continuacién el nimero N de la manera si-
guiente: suponga que se capturaron X = k animales mar-
cados. Entonces, un estimador de N sera el nimero N que
hace més probable ese valor dado de X. (Esto es lo que
en estadistica se llama un “estimador de méximo de ve-
rosimilitud”). Encuentre N. Compare el resultado con la
idea intuitiva de que la proporcién de animales marcados
entre aquellos capturados deberia ser la misma que en la
poblacién total. Estime N si r = 50, n = 40, y se obtuvo
k=4.



9. a) Suponga que el nimero X de clientes que llegan a
hacer un tramite al banco en cierto rango horario
es un una v.a. de Poisson de pardmetro A. Supon-
ga que con probabilidad p cada cliente que llega es
hombre. Pruebe que el ntmero Y de clientes hom-
bres que llegan en ese rango horario es una variable
de Poisson de pardmetro Ap. Indicacion: calcule pri-
mero P(Y =k | X =n) para k < n.

b) Sean X e Y dos v.a. de Poisson independientes, de
parametros A y 7y respectivamente. Pruebe que X +Y
es una v.a. de Poisson de parametro A+~. Indicacion:
note que

{(X+Y=n}=|J{X=k}n{Y =n—k},
k=0
con {X =k} y {Y =n — k} eventos independientes.

10. Durante 50 semanas Ud. compra un ticket para una rifa
semanal, en la cual tiene probabilidad 0,01 de ganar un
premio. Calcule utilizando una aproximacién la probabili-
dad de ganar:

a) al menos una vez,
b) exactamente una vez,

¢) al menos tres veces.



