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GUuiA EJERCICIOS 1

En esta guia se usa indistintamente la notaciéon AN B = AB

para la interseccién de eventos A y B.

1. Sean E, F y G eventos.
a) Pruebe que P(EF°) =P(E) — P(EF).
b) Pruebe que P(E°F°¢) =1—-P(E) —P(F) +P(EF).

¢) Pruebe que la probabilidad de que exactamente uno
de ellos ocurra es igual a P(E) + P(F) — 2P(EF).

d) Pruebe que
P(EUFUG) = PE)+P(F)+P(G)

—-P(E°FG) —P(EF°G)

—P(EFG®) — 2P(EFQG).

. Dos dados equilibrados se lanzan sucesivamente n veces.
Defina un espacio muestral y una probabilidad adecuados
para este experimento. Calcule la probabilidad de que apa-
rezca al menos un doble 6. ;Cual es el primer n tal que
esta probabilidad es de 1/2 6 més?

. Juan, Pedro y Emilio lanzan por turnos una moneda, y
gana el primero que obtiene cara. (Suponga que ese es
el orden en que lanzan). Explique porque puede tomarse
como espacio muestral = {1,01,001,0001,00001,...} y
describa los eventos “gana Juan”, “ gana Pedro” y “gana

Juan o Pedro”.

. Sea (£2,P) un espacio de probabilidad. Este se dice no atd-
mico si VB C Q, con P(B) > 0, 34 C Q, A C B, tal que
0<P(A) <P(B).

a) Si (2,P) es no atémico y x € €, muestre que
P({z}) = 0.

b) Muestre que si Q es numerable, (£2,P) no puede ser
no atémico.

¢) Sea (2,P) no atémico. Muestre que Ve > 0, VB C (),
conP(B) >0,3ACQ, AC B, talque 0 < P(4) < e.
Indicacion: muestre el resultado para e de la forma
P(B)/2™.

. Un mazo inglés (52 cartas) se revuelve y se van mostrando
las cartas una por una. Dé un espacio muestral adecuado
para describir este experimento. ;Cudl es la probabilidad
de que la décimocuarta carta sea un as? ;Cudl es la pro-
babilidad de que el primer as aparezca en la décimocuarta
carta?

. En un examen que consta de 10 preguntas, un estudiante
debe responder exactamente 7.

a) {De cudntas formas puede el estudiante escoger las
preguntas?

b) Si ademaés se le exige que conteste al menos 3 de las
primeras 5 preguntas, jde cudntas formas puede es-
coger las preguntas?
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. Cuéntas

. En un curso de 40 alumnos deben formarse tres equipos de

baby futbol (5 jugadores) y uno de véleibol (6 jugadores).
. De cudntas formas pueden armarse los equipos si

a) los equipos de futbol son distinguibles entre si?
b) los equipos de fitbol son indistinguibles entre si?

. Considere n personas que se deben ordenar, dentro de las

cuales hay un matrimonio. Si las personas se ordenan en
una linea, ;cudl es la probabilidad de que el matrimonio
quede junto? ;Cudl es esta probabilidad si las personas se
ordenan en circulo?

. De un equipo de 5 ingenieros y 7 técnicos debe constituirse

una comisiéon de 2 ingenieros y 3 técnicos. ;De cudntas
formas puede hacerse si:
a) todos son igualmente elegibles?
b) hay un técnico en particular que debe estar en la
comision?
¢) hay un ingeniero y un técnico que no pueden escoger-
se simultdneamente?
d) 2 de los 5 ingenieros también cuentan como técnicos?
(distinguiendo el cargo asignado).

Una persona tiene que escoger 5 de sus 8 amigos para irse
de viaje. ;De cuantas formas puede escoger los amigos si

a) dos de ellos estdn peleados entre s{ y no irdn juntos?
b) dos de ellos solo van si los invitan a ambos?

. Probar (sin desarrollar las férmulas) que

(1)-3( ()

Indicacion: considere un grupo de n + 1 objetos de los
cuales uno es especial y cuente de dos maneras el ntimero
de subconjuntos de tamano 4.

Considere un grupo de n personas. Calculando de dos ma-
neras el niimero de posibles selecciones de un comité y un
jefe del comité, muestre que

ik( . > = 2"t

=0

derivadas de orden r tiene una funcién
x,) de n variables?

f(l‘l, ey
Dado n € N, se define F,, como el conjunto de todas las
funciones de {1,...,n} en {1,...,n}. Dado 0 < k <n, se
define

A ={feFu: [{i: f(i) =i} =k},

es decir, Ay, es el conjunto de funciones en Fj, con exacta-
mente k puntos fijos. Sea A = J;_; Ay.
a) Pruebe que |A;z| = (})(n —
Al =n"™ — (n—1)™
b) Se escoje una funcién al azar en F,. Calcular la pro-
babilidad de que esa funcién tenga exactamente k
puntos fijos, es decir, que pertenezca a Ay.

1)"=* y concluya que

¢) Calcular p,, la probabilidad de escoger al azar una
funcién con algin punto fijo.
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d) Pruebe que lim,,_ p, = (e — 1)/e.

45 personas indistinguibles suben a un bus vacio que tiene
60 asientos distinguibles ubicados de a pares, y cada per-
sona se ubica en un asiento. ;jDe cuantas formas pueden
quedar ocupados los asientos si:

a) no hay restricciones en la forma de sentarse?

b) se utiliza al menos un asiento de cada par?

¢) se utiliza al menos un asiento de cada par, y hay
2 personas que pueden escoger sentarse o quedar de
pie?

En una competencia de ciclismo por paises compiten 3 bra-
sileros, 4 argentinos, 2 uruguayos y 1 chileno. Si el puntaje
sélo toma en cuenta los paises que los competidores re-
presentan, y no sus nombres, de cuantas maneras puede
resultar la competencia? De cuantas formar puede ocu-
rrir que de los 3 brasileros haya uno en los tres primeros
puestos y 2 en los ultimos 3?7

Dos cajas contienen fésforos buenos y fésforos malos. Su-
ponga que la primera caja contiene ny fésforos buenos y
ng fosforos malos, y la segunda caja contiene m;q fésforos
buenos y mq fésforos malos. Se elige una caja al azar, y de
esa caja se elige un fésforo al azar. Calcule la probabilidad
de que el fosforo elegido sea bueno.

Las monedas A y B tienen probabilidades de cara p y
q, respectivamente, donde p < ¢q. Se escoge una de las
monedas al azar y se lanza n veces, y se observa que todos
los lanzamientos salieron cara.

a) (Cudl es la probabilidad de que se haya escogido la
moneda A7 ;Qué pasa cuando n — 0o?

b) Se vuelve a lanzar la moneda una vez més. ;Cudl es
la probabilidad de que vuelva a aparecer una cara?
. Qué pasa cuando n — oo?

Un juego de dados tiene las siguientes reglas: Se lanzan 2
dados. Si las suma es 2,3 6 12 el jugador pierde. Si es 7 u
11, gana. Si es otro nimero, el jugador continua a lanzar
los dos dados hasta que el resultado sea o bien el resultado
que obtuvo inicialmente, o bien un 7. Si es un 7, pierde.
Si es el resultado inicial, gana. Calcule la probabilidad de
que el jugador gane.

Indicacion: sea E; el evento “el resultado inicial es i y el
jugador gana”. Explique porque la probabilidad buscada
es igual a Zgl P(E;) y calcule P(E;). Para esto, note que
P(E;) = > i~ P(E;,), donde E; , es el evento “el resulta-
do inicial es 7 y el jugador gana en la n—ésima tirada.

Se tienen 3 cartas en una caja, una de color negra por am-
bas caras, una de color rojo por ambas caras, y una de una
cara negra y una roja. Se saca una carta, de la cudl sélo se
ve un lado, que es rojo. Si tuviera que apostar por el color
de la otra cara, ;hay alguna diferencia en apostar por rojo
o negro? ;Qué apostaria Ud.? Indicacion: como siempre,
tenga cuidado con cudles son “resultados equiprobables”.

Un avion se ha perdido, y se presume que estd en una
de 3 posibles zonas, de manera equiprobable. Denotemos
«;, para ¢ = 1,2, 3, la probabilidad de que una busqueda
encuentre el avidon en la zona ¢ cuando efectivamente esté
en esa zona. Se realizard una bisqueda en las tres regiones.
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a) {Cudl es la probabilidad de encontrar el avién?
b) Dado que la bisqueda en la zona 1 no encontr6 al
avion, calcule la probabilidad de que esté en la zona
i, para t = 1,2, 3.
Una mujer embarazada decide hacerse una ecografia para
conocer el sexo de su futuro hijo. Se sabe que la proba-
bilidad de que la ecografia diga que es hombre cuando en
realidad es hombre, es de un 99 %, y que la probabilidad
que diga que es mujer cuando en realidad es mujer es de un
90 %. Suponga que antes de la ecografia las probabilidades
de hombre y mujer son iguales a 50 %.

a) Si la ecografia predice que serd mujer, jcudl es la
probabilidad que efectivamente lo sea?

b) Calcule la probabilidad de que la ecografia se equivo-
que al predecir el sexo.

Sea € un espacio muestral y B un evento con P(B) > 0.
Se sabe que la aplicacién que a A C Q asocia Pp(A4) :=
P(A|B) es una medida probabilidad (pruébelo si no lo sa-
bia). En base a esto, decimos que dos eventos A; y As
son independientes condicionalmente a B si son indepen-
dientes para la medida de probabilidad Pg, es decir, si
P(Ay N Az|B) = P(A1|B)P(Az|B).

Construya ejemplos simples de que “A; independiente de
As” no es condicén necesaria ni suficiente para que A; y
As sean independientes condicionalmente a B.

Se sabe que el 20 % de la poblacién chilena sufre de depre-
sion. El plan SUPERULTRAGOLD de la Isapre Winner-
médica otorga licencia por depresién teniendo un 90 % de
certeza de que el paciente sufre la enfermedad. Un pacien-
te llega a la Isapre con los diagnésticos de dos Doctores
A y B que indican que tiene depresion. La Isapre estima
que que cuando se sufre de depresion, el Dr. A diagnostica
la enfermedad en el 99% de los casos, y el Dr. B en el
98 %. Pero ademds, cuando no se estd enfermo de depre-
sién, el Dr. A “diagnostica” esta enfermedad en el 60 %
de los casos y el Dr. B en el 30% (es decir, dan licencias
falsas).
Con esta informacion, jdebe la Isapre otorgarle licencia a
este paciente? Indicacion: suponga que condicionalemente
al estado de salud del paciente, los diagnésticos de los dos
doctores son independientes.
Sean E1,..., E, eventos independientes. Pruebe que
n
P(EyU---UE,) =1-][](1-P(E)).
i=1

Sea S ={1,...,n} y suponga que A y B son subconjuntos
extraidos de manera independiente y al azar entre todos
los posibles subconjuntos de S.

a) Pruebe que P(A C B) = (3/4)™. Indicacién: condi-

cione en la cantidad de elementos de B.
b) Pruebe que P(AB = ¢) = (3/4)".

Pruebe la férmula del multinomio

n
(I1+"'+$r)nzz x?lxgz...x?r
Ny, N1y...Ny

donde la suma es sobre todas las r—tuplas (ni, ...
enteros no negativos tales que ny + - - - +n, = n.

,n.) de



