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Problemas.

P1. Sea Xi,..., X, una m.a.s. de una v.a. X, con E(X) = pu, Var(X) = o2 Sea ademas S? =

DX - X)?

n—1

a) Mostrar que 62 = S? es insesgado.

Solucion:
SXi - X2 =Y (X - ptp— X)?

=3[ — )2 + 20— X)X — ) + (u — X))
= 3K — 1)+ 2(u - X)Z(Xi—u)'f‘n(ﬂ—)_()Q
= K= ) = 2l — X)- S (e~ X0) + e~ X)?
= 3K — 1)? = 2n(u - X)? +n(u—X)2
_Z )2 —n(u—X)?

Asi,

Definamos, Z = > X;. Luego,

E(Z)=E (Z Xi) =Y E(X:) = np
Por otro lado, por definicién:

Var(Z) =E((E(Z) — Z)*) =E((np— 2)?) =

E ((n,u - ZXi)Q)
y ademas, por propiedades de la varianza:

Var(Z) =Var (Z XZ) =nVar(X) = no?



Es decir,
( ny — ZX ) = no?

Reemplazando en (1) se obtiene:

E(S?) = - i 1 [naz — 7117102] = g2

Es decir, S? es un estimador insesgado de la varianza.

b) Mostrar que si X ~ N(u,0?), entonces
(n—1)5% Y (X;—X)?

o2 N o2 ™ Xn-1
Considere sélo el caso n = 2.
Solucion:
Estudiemos S? para el caso n = 2.
2 2
_ _ 1
(X1 —X)?+(Xo - X)? = X1—§X1+X2 ] [ X1+X2)
1 2 1 2
= 1[2X1 X1 —Xo)* 4+ E[QXQ - X7 — X5)
1
= 71X - X3)? + (X2 — X1)?]
B (X1 — X3)?2
N 2

Ahora, como X; ~ N(u,0?), entonces X1 — Xy ~ N(0,202). Ademés, si Y ~ N(0,1) = Y? ~

x3. Usando esto, obtenemos que:
2
(B
ﬂa !

(X1 - X2

Asi, tenemos una distibucién tabulada para una funcién del estimador insesgado S? de la
varianza.

P2. Suponga que T, el tiempo para fallar cierta componente, estd distribuido exponencialmente, de
pardmetro «, y considere A = 1/a. Se prueban n componentes, anotando el momento en que falla
cada una, T1, ..., T,,. Se desea obtener una estimacion insesgada del tiempo esperado en fallar ().
Para esto considere:

(i) A =T. (ii) Ay =n-min{Ty, ..., T,}.
Estudie ambos e indique cudal escogeria.

Solucion:

(i) Sabemos que:




P3.

P4.

(ii) Veamos primero que K = minTy,...,T,, ~ exp (na)

Fr(z) = P(min < )
=1-—P(min > z)
=1-P(Ty >2,Ty>x,..,T, > )
=1-P(Th > 2)P(Ty > z)---P(T, > )
=1— (e~®)n

con esto se tiene que K = min{Ty,...T,,} ~ exp(na), luego:

E(\2) = E(nK) = ni = Var(\y) = Var(nK) = nQL =\?
no (na)?
Recordemos que un medidor de un buen estimador es el error cuadratico medio. Ademas, en general
se buscan estimadores insesgados. Como hemos visto, en este caso ambos son insesgados. Luego,
para minimizar el E.C.M. debemos buscar el de menor varianza. Por esto, en terminos generales
nos quedamos con el promedio.

Sin embargo, hay casos en que tomar el minimo puede ser conveniente, a pesar de tener mayor
varianza. Puede ser que la diferencia entre los tiempos de falla de la primera componente y la
tltima sea muy grande, por lo que resulte costoso utilizar el promedio, ya que necesita conocer toda
la muestra para obtenerlo.

Sea 6 estimador de cierto pardmetro . Muestre que si 6 es insesgado o asintéticamente insesgado,

esto esto, 1fim E(f) = 6, entonces basta que lim Var(f) = 0 para que el estimador 6 sea consistente.
n— 00 n—oo

Solucion:

Des. Chebyshev
~~ E(0-9)%
< 2
£

_ Var(9) + (E(9) — 0)?
)

P10 - 6| > ¢)

Tomando limite se concluye.
Sea X1, ..., X,, m.a.s. de X ~ N(u,o?). Considere i = X, con 02 conocido. Determine n t.q.
PIX —pl<e)=7y=1-a

X—p
o2/

Solucién: Sabemos que Z = ~ N(0,1), utilizaremos esto en lo que sigue para encontrar el

9

n requerido

o _ o X =4l 1
P(X ,u|<6)—P(02/\/_ﬁ<502/\/ﬁ)
4 X —pu . 1
U PE e
4 X 1 o Xk 1
=1 P(02/ﬁ>602/\/ﬁ) P(UQ/\/E< 602/\/5)
R L)

2/ 2]

1—a:1—2<1>(—502/1\/ﬁ>



esto implica que

P5. Se sabe que cierta proporcion fija p de detonantes es defectuosa. De una gran partida, se eligen n
al azar y se prueban.

a) Determine la funcién de verosimilitud para X v.a. que indica si un detonante es o no defectuoso.
Solucién: Definiendo la v.a. X; = 1 si el i—ésimo detonante es defectuoso y 0 en otro caso
parai=1,....,mn
Por lo tanto se tiene que (Xji,...,X,) es una m.a.s. de la v.a. definida por su funcién de
probabilidad P(X =0) = f(0;p) =1—py P(X =1) = f (1;p) = p. Esto se puede escribir de
la forma f(z;p) = p* (1 — p)' ~* para z = 0,1, luego

L(X1, .. Xp;p) =p"(1 —p)"F

conk = Y1 | X; = # de detonantes defectuosos. Luego In L (X1, ..., X,,; p) = kInp+(n — k) In (1 — p) .

Por tanto
OlmL k n—k
op p 1-p
OlnL " ., ~ k < . .
Luego p = 0, encontramos como solucién p = & = X, que es un estimados insesgado del

parametro buscado.

b) Suponga que ahora desea calcular el pardmetro 8 en una ley exponencial del tiempode falla
de los detonantes, al probar n detonantes llamamos T1, ..., T}, los tiempos de falla, utilizando
lo anterior encuentre un parametro de 3

Solucidn: Si llamamos esta vez por p a la probabilidad de que un detonante falle en un tiempo
To, es decir

p=P(T<Ty) =1—e PP
Por la parte anterior, se tiene que el estimador de p es p = k/n, aplicando la propiedad
de invarianza del estimador ML, es decir g (9) =g (é), (p es creciente con respecto a f3),
obtenemos el estimados ML de 8

1— e BT =1 — ¢ AT =p=k/n

. 1 —k
Lo que implica que 8 = 7 In <n ), por lo que el estimador de 1/8 = E (exp(53))
0 n

(



