Examen, MA11A Algebra
1 Diciembre, 2003

Problema 1:
Sea a € R y considere la ecuacién

az? 4+ ay? + 2(a — Dy — V2z 4+ V2y = 0.
Determine todos los valores de « tales que la ecuacién corresponde a:

circunferencia
elipse

recta o rectas
pardbola
hipérbola
conjunto vacio
un punto

(6 ptos.)
Solucién:

Estudiaremos en rpimer lugar la parte cuadratica de la ecaucion, luego tenemos que

0x? + oy +2(a— ay = ( « y)(( ! (Oz—l))<$)

a—1) a y

Veamos los valores propios y vectores propios de la matriz

A:<(ao‘1) (a;l))

El polinomio caracteristico de A es

a—A (a=1)
p(Y) = (a—1) a—2A

y tenemos que los valores propios son

)\1:1 )\2:20471,

=(@a=N?—(a—1)*=X-2aA+2a—1=A—-1)(A— (2a — 1)),

y si @ = 1 estos dos valores coinciden, pero en este caso, la ecuacion es

224y = V22 +V2y =0

que corresponde a una circunferencia de centro (?, —g) y radio 1.

Veamos el caso a # 1. Si A = 1 entonces se tiene que v = ( 5 ) si y sélo si es solucién del

(2 @) (2)=(8) e rrums

y por lo tanto un vector propio es
=1
v = f
V2

y dado que el vector propio asociado al valor propio A2 = 2a — 1 es ortogonal a vy, tenemos que

L
n={ ¥
V2

sistema



Por lo tanto la matriz A la podemos escribir como

1 0 -
0 2a—1
y consideremos las nuevas variables

1 1
O T (R T (e L
v %er%y

obteniendo la ecaucién en la forma

wW+ 20— 12 —2u=0+<= (u—1)>2+ (20— 1) =1.
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Asi tenemos lo siguiente:

20— 1=0<= a = % <= tenemos dos rectas u =0 Au=2.
20—1>0 A a#1 tenemos una elipse.

a = 1 se tiene una circunferencia

2a — 1 < 0 se tiene una hipérbola.

Problema 2:

(1) Sean vy,v9,v3 € R\ {0} y sea

U1
V= Vg € R3,
U3
tal que ||v]] =1 y considere la aplicacién lineal T definida como

T:R? — R?
U2V3 — U3V2
u — Tu)=uxv=| ugvy —ujvs
U1V2 — U2V

Entonces:
(a) Encuentre una base y la dimensién para Ker (T') e Im (7).
(2 ptos.)
(b) Encuentre la matriz A representante de 7' con respecto a la base candnica.
(0.5 ptos.)
(c¢) Estudie si la matriz A es diagonalizable en R.
(1.5 ptos.)

(2) Sea U un espacio vectorial de dimensién n € N. Sea T' : U — U, una transformacién
lineal tal que T2 = T o T es inyectiva.
Pruebe que T es biyectiva, es decir, es un isomorfismo.
(2 ptos.)

Solucién:
(1) Notemos que si u//v, entonces
UXV=0

luego
Ker (T) = {av/a € R} =< {v} >
y dim Ker (T) =1

Ademas si u # o, entonces u X v 1v, luego.

Im (T) = {v}' y dim Im (T) =2



asi, una base de Im(T") es

V3 0
B = 0 y V3
—vl —v2
notemos que
0 U3 1 0
T 1 = 0 yvI'l 0 | = U3
0 —v1 0 —U2
Uy
(2) Sea | uz | € Ker (T),luego
us

(1) UQV3 — U3V = 0
(2) u3v1 — U1z = 0
(3) U1V2 — U2V = 0

asien (1) y (3) , )
Uy = U2*17U3 = Uzj
(%) (%)

luego en (2)

u U92U1 /U V1/ U v
~ 1 2 1/ 2 1/ 2 Us 1 Uy
u = U = U = U2 1 = — Vg = —
Vo U2
us U3/ V2 v3/ 2 U3

es decir, como vy # 0 y uz € R, entonces
Ker (T) = {av/a € R}
y dim KerT =1

Veamos la imagen de T’

w = Wo € Im T ssi el sistema

U2V3 — U3V2 = W1

U3V — UIV3 = W2

U1V2 — U2V = W3
tiene solucidn, asi se tiene que:

0 V3 —7V3 \wl V2 —U1 0 ws
—v3 0 vy Jwe v —ws O 1 Wo
Vg —V1 0 "wg 0 V3 —U2 w1
Vo —U1 0 ws
v 0 —wvvs/va 1 wa + w3v3/ve
0 V3 —V2 w1
V2 —U1 0 ws
v| 0 —wvivz/vy v | wa+ w3vzve
0 0 0 w1 +w2U2/U1 —|—U}3U3/U1

asi, el sistema tiene solucién si y solo si

w1 + wavg /vy + w3vz /vy =0

0 equiv.



W1V] + WV + W3 - V3 = 0
es decir w L v

y una base es

U3
b= 0
—
se tiene
1 0
T 0 = —vVs3
0 (%)
0 V3
T 1 | = 0
0 —U1
0 —V2
T 0 = V1
1 0
luego
0 U3 —V2
A=Mgp(T)=| —vs 0 v
(%) —U1 0
Buscaremos los valores propios de A
—A V3 —UV2
det (A — )\I) = | —Us -2 V1
vy =V —A
— )\ - (% . —Vs3 V1 . —7vV3 -
o -1 =\ v3 vy —A v2 T

= -\ ()\2 + ’U%) — Vs ()\’Ug — 7)11}2) — Vg (1}11)3 + )\’Ug)

= =23 — X\? — X2 + ;1 foug — vg H1v3 — A3

= =M = A} + 03 +v3) (ol = 1)
==\ -
=-AN+1)
asi los valores propios son A =0, A =i y A = —i asi la matriz no es diagonalizable en R.

(3) Sean z,y € U, luego si

T(z) = T(y) = T*(z) = T*(y)
= Tr = y
asi T es inyectiva y como T es una transformacion lineal de U en V| se concluye que T es
biyectiva.



Problema 3:

(1) Determine para que valores de a € R, la matriz

a 1 1
A= 1 a 1
1 1 a
es definida positiva.
(3 ptos.)
(2) Sean U y V dos subespacios vectoriales de R™ tales que
dimU > 1 dimV >1 UV =R"
(a) Pruebe que existe una matriz A € M,,,,(R) tal que
Ker A =U y Yo eV, Av = 2v.
(1 ptos.)
(b) Determine si A es diagonalizable y encuentre el polinomio caracteristico de A.
(2 ptos.)

Solucion:

(1) A es definida positiva si y s6lo si
(a) laj]=a>0

(m’? i‘_ﬁ—1>o
a 1 1
a 1 11 1 a
(C)iii_ala_‘la—’_‘ll
=a(a®—1)—(a—1)+ (1 —a)

luego debemos tener que
a>0

a>—1>0
ala+1)(a—1)>0
luego a2 —1>0=a?>>1= |a] > 1
y a > 0, por lo tanto
a € (1,+00)
(2) Notemos que si definimos
P:R*—V
x— P(x)=wv
la proyeccién sobre V| entonces sea
T:R?—V
x — T(x) = 2P(x)
entonces si x € U

y si z € V, entonces

es decir



y sea A la matriz asociada a T' con respecto a las bases candnicas.

Por otra parte, Vu € U
Au=0
yYveV,
Av =2v
es decir 0 y 2 son valores propios de A, y como dim U + dim V = 3, entonces
mult (0) + mult (2) =3

y asi A es diagonizable.

Ademas . .
det (A)\I):—)\ dim U()\_2) dim v



