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Esuela de Ingenier��a. FCFM-U. de Chile.CALCULO MA{12AGu��a de Problemas No. 3, 2004Disponible en www.dim.uhile.l/�lmella/MA12A.htmlContinuidad y L��mites�Indie1. Problemas 12. Preguntas de Controles de a~nos anteriores 43. Autoevaluai�on Control #3 A~no 2003 71. Problemas[1℄ Determinar la veraidad de las siguientes a�rmaiones, justi�ando laramente su respuesta.Una funi�on f es ontinua en x0 2 Dom(f) si existe una suesi�on (an) que onverge a x0 y talque f(an) onverge a f(x0).Toda funi�on f : [a; b℄! R alanza su m��nimo.Toda funi�on aotada inferiormente y dereiente alanza su m��nimo.Es equivalente deir: (i) 8 � > 0 9 Æ > 0 8x 2 Dom f : 0 < jx� x0j < Æ ) jf(x)� lj < �(ii) Cualquiera sea la suesi�on de puntos en Dom f propiamente onvergente a x0, la suesi�onde sus im�agenes es onvergente a l.(i) limx!x0 xn = xn0 8n 2 N (ii) limx!x0 xq = xq0 8q 2 Q (iii) limx!0 jxj = jx0j(i) limx!0 senx = 0 (ii) limx!0 sen xx = 1 (iii) limx!0 (1�osx)x = 0(i) limx!0 os x = 0 (ii) limx!2(x2 + 7x+ 1) = 15 (iii) limx!a (x2�a2)(x�a) = 1 + alimx!a (xn�an)(x�a) = 1� an�1Si f(x) < g(x) 8x 2 Vr(x0); limx!x0 f(x) = a; limx!x0 g(x) = b; entones a < b.Si existe limx!x0 f(x2), entones existe limx!x0 f(x).Si existen limx!x0 f(x) y limx!x0 f(x)g(x), entones existe limx!x0 g(x)Si existen limx!x0 f(x) y limx!x0(f(x) + g(x)), entones existe limx!x0 g(x)Si f : R! R es tal que jf(x)j � jxj 8x 2 R entones f es ontinua en 0.Si f : R! R es ontinua en 0 y veri�a f(x+ y) = f(x)f(y) 8x; y 2 R entones f es ontinuaen ualquier x0 2 R.Toda funi�on Lipshitziana en su dominio es uniformemente ontinua sobre �el.Toda funi�on estritamente reiente y biyetiva es ontinua.Toda funi�on ontinua de�nida en un intervalo errado y aotado es uniformemente ontinuasobre �el. 1



[2℄ Usando la de�nii�on (�� Æ) demuestre:(i) limx!3 5x�2 = 5 (ii) limx!4 px�2x�4 = 14 (iii) limx!8px+ 1 = 3(iv) limx!0 1px+4 = 12 (v) limx!0x sen( 1x) = 0 (vi) limx!0 x1+sen2 x = 0[3℄ Demuestre que (i) limx!x0 f(x) = l, limh!0 f(x0 + h) = l(ii) limx!x0 f(x) = l , limx!x0 (f(x)� l) = 0[4℄ Demuestre que (i) limx!0 f(x) = l, limx!0 f(x3) = l(ii) limx!0+ f(x) = limx!0� f(�x) (iii) limx!0+ f(x) = limx!0 f(jxj) (iv) limx!0+ f(x) = limx!0 f(x2)[5℄ Sean a; x0; b tales que a < x0 < b yf una funi�on uyo dominio inluye al onjunto [a; x0[[℄x0; b[.Demuestre que limx!x0 f(x) = l, limx!x+0 f(x) = limx!x�0 f(x) = l.[6℄ Determinar puntos de ontinuidad de las siguientes funiones(i) 1x (ii) x3�xx�1 (iii) sen(x)x (iv) exx (v) ln(1+x)sen(x) (vi) q1 + ln2(1 + x3) (vii) os(x)�sen(x)os(2x) :[7℄ Estudie la existenia de as��ntotas vertiales en las siguientes funiones.1. (i) f(x) = 1x (ii) f(x) = 1px (iii) f(x) = 11�x22. (i)f(x) = x2�1x2+1 (ii) f(x) = 1x2�3x+2 (iii) f(x) = 1jxj�1[8℄ Calular los siguientes l��mites1. (i) limx!2 x2+5x�3 (ii) limx!1 (x�1)p2�xx2�1 (iii) limx!a px�b�a�bx2�a22. (i) limx!�=2(�2 � x) tan x (ii) limx!0 sen 2x senxx sen 3x (iii) limx!2 x�px+2p4x+1�33. (i) limx!+1[xa ℄ bx (ii) limx!0(1 + 3 tan2 x)ot2x (iii) limx!+1(1 + 2x)x4. (i) limx!+1( x1+x)x (ii) limx!+1(os(ax))x (iii) limx!+1x2(1� os( 1x))5. (i) limx!+1 x2x2�1 (ii) limx!+1 ax+bpx2+d (iii) limx!+1 qx+px+pxpx+16. (i) limx!0 xe 1xe 1x�1 (ii) limx!0 4x3(ex�1)(1�os 2x)2 (iii) limx!+1x ln(x+ax�a )[9℄ Determinar el valor de , si se sabe que: limx!+1(x+x�)x = 4[10℄ Estudiar si existe limx!1 f(x), en que f(x) = ( 2�px+3x�1 si x > 12x2�3x2+3 si x < 1[11℄ Calular las as��ntotas obliuas para las siguientes funiones:1. (i) f(x) = x2+ax (ii) f(x) = px2 � a22. (i) f(x) = (1� e�x)(mx+ n) (ii) f(x) = x2 sen( 1x)[12℄ Dada la funi�on de�nida por f(x) = ln(1 + ex) se pide:i) Determinar dominio, reorrido, eros, intersei�on on el eje Y, as��ntotas de todo tipo y bosquejarsu gr�a�o.ii) Determinar la euai�on de la funi�on inversa y bosquejar su gr�a�o.2



[13℄ Estudiar las siguientes funiones:1. (i) f(x) = x ln(e+ 1x) (ii) f(x) = e1=x(1 + 1x) (iii) f(x) = e�1 + xe1=x2. (i) f(x) = x3(1+x)2 (ii) f(x) =qx4+1x2�1[14℄ Dada la funi�on: f(x) = ( x1+e�1=x2 si x 6= 00 si x = 0 demostrar que(i) f es ontinua en R. (ii) Enontrar las as��ntotas de f[15℄ Considere las siguientes funiones d : R2 ! R. >Cuales de ellas de�nen una m�etria en R?1. (i) d(x; y) = 0 (ii) d(x; y) = jxj (iii) d(x; y) = x� y2. (i) d(x; y) = (x� y)2 (ii) d(x; y) = jxj � jyj (iii) d(x; y) = jxj+ jyj[16℄ (i) Sea E 6= ; y f : R! R inyetiva. Probar que d : E�E ! R de�nida por d(x; y) = jf(x)�f(y)jes una m�etria en E.(ii) Utilie (i) para deidir u�al(es) de las funiones siguientes son m�etrias en R.1. (i) d(x; y) = j senx� sen yj (ii) d(x; y) = j artan x� artan yj2. (i) d(x; y) = jjxj � jyjj (ii) d(x; y) = jex � eyj[17℄ Determine los interiores, adherenias y fronteras (respeto a la m�etria usual en R) de los siguientesonjuntos:1. (i) [0; 1℄ (ii) f 1n j n 2 Ng (iii) ℄� 2; 4[2. (i) [1; 7℄[℄5; 7[ (ii) fx 2 R j x2 < 3g (iii) N3. (i) Q (ii) f nn+1 j n 2 Ng (iii) I = R nQ4. (i) Q+ (ii) fm+nmn j m;n 2 Ng[18℄ Determine los puntos de aumulai�on de los onjuntos siguientes e indique si son abiertos o errados.1. (i) (�1; 3℄ [ [5;+1) (ii) f(�1)n + 1n j n 2 Ng (iii) f 12n + 13m j m;n 2 Ng2. (i) fx 2 R j x�1x+1 < 0g (ii) fx 2 R j x = sen n2�21+os n2�2 ; n 2 Ng3. f�1; 1g [ fx 2 R j x = (1 + 1n)(�1)n ; n 2 Z+g[19℄ Probar que1. (i) Int(A) � A (ii) A � Adh(A)2. (i) AdhA = (Int(A)) (ii) IntA = (Adh(A))3. (i) A � B ) IntA � IntB (ii) A � B ) adhA � AdhB4. (i) Int(IntA) = IntA (ii) Adh(AdhA) = AdhA5. (i) Probar que Fr(A) = AdhA n IntA (ii) Probar que AdhA [AdhB = Adh(A [B)6. (i) Adh(A \B) � AdhA \AdhB (ii) FrA = FrA (iii) FrA es errado.
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2. Preguntas de Controles de a~nos anteriores[1℄ Sea fxng una suesi�on tal que: limn!1 jxn+1xn j = r < 1,1. Pruebe que: (8� > 0)(9n0 2 N)(8n � n0) jxn+1j � (r + �)jxnj. (Ind. jxj � jyj � jx� yj).2. Conluya que limn!1xn = 0[2℄ (i) Sean f; g : R ! R funiones ontinuas, demostrar que h : R ! R de�nida por h(x) =maxff(x); g(x)g, es ontinua.(ii) Sea f : R ! R tal que (9L 2 R+)(8x; y 2 R); jf(x) � f(y)j � Ljx � yj, demuestre que f esontinua.[3℄ Considere la funi�on f : R! R de�nida por: f(x) = � sen(�=2x) si x 6= 0� si x = 0:Demostrar que no hay forma de elegir � de modo que f sea ontinua en 0.[4℄ Sea g : R ! R ontinua, se de�ne la funi�on f : R+ [ f0g ! R por f(x) = maxfg(t); t 2 [0; x℄g.Demostrar que si x0 2 R+ es tal que: g(x0) < f(x0), entones (9� > 0) tal que f es onstante en elintervalo [x0 � �; x0 + �℄[5℄ Estudiar la ontinuidad de la funi�on f : R n f0; 1g ! R dada por f(x) = sen(�x)x(x�1) y reparar susdisontinuidades.[6℄ Calular los siguientes l��mites si es que existen.1. (i) limx!0 (a+x)p�apxp , p > 0 (ii) limx!0 sennxsenmx ;m 6= 0; n 6= 0 (iii) limx!0 sen 4x21�os x2. (i) limx!a senx�sen ax�a (ii) limx!0 4x3(ex�1)(1�os 2x)2 (iii) limx!1x 11�x[7℄ Determinar el dominio y estudiar la ontinuidad de la funi�onf(x) = senxe2x�1 . >C�omo se debe de�nirf en x = 0 de modo que resulte ontinua en diho punto?.Indiai�on: reordar que 1 + x � ex � 11�x ; x < 1:[8℄ 1. Determine el dominio y puntos de ontinuidad de la funi�on:f(x) = 8<: 1x2 si x � 1x+ ln(x) si 1 < x � 2artan((x� 2)2) si x > 22. Sea g : R ! R ontinua en un punto x0 2 R tal que g(x0) > 0. Probar que existe Æ > 0 talque g(x) > 0 para todo x 2 (x0 � Æ; x0 + Æ).[9℄ 1. Demuestre que la funi�on f : [0; 1℄ ! R de�nida por f(x) = � 1�os xx si 0 < x � 10 si x = 0 esuniformemente ontinua.2. Demuestre que la funi�on tan : [��2 ;+�2 ℄! R no es uniformemente ontinua.[10℄ Sea f : R! R una funi�on que satisfae las siguientes propiedades:(1) 8x; y 2 R : f(x+ y) = f(x) + f(y) (2) f es ontinua en 0.Demuestre que:1. f es uniformemente ontinua2. 8x 2 R : f(x) = xf(1) 4



[11℄ Analizar la onvergenia de las siguientes suesiones.(i)� n32n2+1 � n22n+1� 1n (ii) � 4n+ 134n+1 �n(iii) � (a+b)n�(a�b)nan+bn �, on a > b > 0. (iv) (�n)n+1(n+1)n[12℄ 1. Sea h : R�+ ! R una funi�on que satisfaeh(x � y) = h(x) + h(y)Muestre que si h es ontinua en x = 1 entones es ontinua en todo punto de su dominio. (ind:Demuestre que h(1) = 0).2. Sean f; g : R! R dos funiones que satisfaen la relai�on8x; y 2 R : f(x) � f(y) + g(y)(y � x)a) Muestre que: 8x; y 2 R : g(x)(y � x) � f(x)� f(y) � g(y)(y � x)b) Probar que si g es una funi�on aotada entones f es ontinua en todo R.) Probar que si g es ontinua en a y an es una suesi�on que onverge a a, an 6= a para todon 2 N, entones, limn!+1 f(an)� f(a)an � aexiste y vale �g(a).[13℄ Para f(x) = e 1x (1 � x)2(x� 2)determinar1. Dominio, eros y signos.2. As��ntotas vertiales, horizontales y obliuas.3. Conjunto de puntos de ontinuidad.4. Gr�a�a.[14℄ Determinar el onjunto de par�ametros (a; b; ) on a; b;  > 0 para los uales la funi�onf(x) = 8<: ar sen(bx)x si x < 01 si x = 0ln(+(a+b)x)x si x > 0es ontinua en todo R.[15℄ Sea f : R! R una funi�on ontinua.1. Suponga que limx!+1 f(x)x3 = limx!�1 f(x)x3 = 0. Pruebe que existe x 2 R tal que x3 + f(x) = 0.2. Suponga que limx!+1 f(x)x2 = limx!�1 f(x)x2 = 0. Pruebe que existe y 2 R tal que y2 + f(y) �x2 + f(x), para todo x 2 R.Indiai�on: Utilie los teoremas entrales de las funiones ontinuas.5



[16℄ Sea a > 0. Considere la suesi�on de�nida por( s1 = 2a;sn+1 =qa3+s2na+1 ; n � 1:1. Demuestre por indui�on que sn > a, 8n � 1.2. Demuestre que sn es estritamente dereiente y onvergente a un real L.3. Enuentre el valor de L. Justi�que rigurosamente su resultado.[17℄ Sea a > 0. Utilizando las desigualdadesexp(x) � 11� x 8x < 1; 1 + x � exp(x) 8x 2 R;estudie en los dos asos siguientes la onvergenia de la suesi�onexp�� sna2 � s2n� :1. Si sn ! a on sn < a,2. Si sn ! �a on sn > �a.[18℄ Sea a > 0. Determine si existen valores de � y de � para que la funi�on:f(x) = 8><>: exp�� xa2�x2� si �a < x < a� si x � �a� si x � asea ontinua en x = �a y/o x = a. Justi�que laramente su respuesta.Indiai�on: en esta parte puede usar la araterizai�on de ontinuidad porsuesiones o por l��mites.[19℄ De�nimos la funi�on en R tanhx = ex � e�xex + e�x :1. Veri�que que tanh es ontinua en todo R, que tanh(0) = 0 y que satisfae�1 < tanh(x) < 1, 8x 2 R.2. Pruebe que si n!1 entones tanh(n)! 1 y que tanh(�n)! �1.3. Usando el Teorema del Valor Intermedio para funiones ontinuas (T.V.I.)demuestre que 8y 2℄� 1; 1[, 9x 2 R tal que tanh(x) = y.Indiai�on: analie separadamente los asos y > 0, y = 0, y < 0.4. Demuestre que la euai�on tanh(x) = os(x) tiene in�nitas soluiones en R.Indiai�on: use nuevamente el T.V.I.[20℄ Calular los siguientes l��mites1. (i) limx!0 1�2 osx+os 2xx2 (ii) limx!0 sen(a+x)+sen(a�x)�2 sen ax22. (i) limx!� sen 3xsen 2x (ii) limx!0 sen 3xsen 2x3. (i) limx!1 lnx2x2�1 (ii) limx!0 ax�bxx a; b > 0 (iii) limx!1x� x ln(e+ 1x)6



[21℄ Se sabe que la funi�on f indiada, es ontinua en todo su dominio. Espei�ar ual es el dominio yalular ual es el valor de k f(x) = (p2x2+9x+4�2x x 6= 0k x = 0:[22℄ 1. Demostrar que la euai�on exp(x) os(x) + 1 = 0 tiene in�nitas ra��es reales.Indiai�on: Considerar intervalos de la forma [k�; (k + 1)�℄ para apliar el teorema del valorintermedio.2. Sean f; g : [a; b℄! R funiones ontinuas tales que f(x) < g(x)8x 2 [a; b℄: Demostrar que existeun real k > 0 tal que f(x) + k < g(x)8x 2 [a; b℄:3. muestre que la funi�on f(x) = p3x+ 5� x2 es uniformemente ontinua en el intervalo [23 ; 5℄:3. Autoevaluai�on Control #3 A~no 2003P1.- (i) (3 ptos.) Sea f la funi�on de�nida porf(x) = 8>><>>: ex � 1ln(1 + x) si x > 0(x� �)2 si x < 0� si x = 0Enuentre todos los valores de � y � para los uales f es ontinua en todo R.(ii) (3 ptos.) Calule limx!a arsinx� arsinax� aen funi�on de a, usando el ambio de variables u = arsinx��, donde � = arsina. Indiai�on:puede serle �util la f�ormula del seno de la suma.Pauta.- (i) Æ Continuidad para x 6= 0. Claramente f es una funi�on ontinua en los intervalos: (�1; 0)y (0;+1) por �algebra de funiones ontinuas (la suma, produto, divisi�on si el denominadorno se anula y omposii�on de funiones ontinuas es ontinua).Æ Continuidad por la dereha en x = 0. Por l��mites laterales, podemos alular:limx!0+ ex � 1ln(1 + x) :� M�etodo 1: usando los l��mites onoidos vistos en lases:limx!0+ ex � 1x = 1 limx!0+ ln(1 + x)x = 1:En efeto: limx!0+ ex � 1ln(1 + x) = limx!0+ ex�1xln(1+x)x = 11 = 1:� M�etodo 2: otro m�etodo, muho m�as largo pero instrutivo, es utilizar las desigualdadesfundamentales de las funiones exponenial y logaritmo vistas en lases:x+ 1 � ex � 11�x 8x < 1y�1y � ln y � y � 1 8y > 0:7



De la primera, restando 1 se obtiene quex � ex � 1 � 11� x � 1 = x1� x;de la segunda, tomando y = 1 + x (si x > �1 entones y > 0) se tiene quex1 + x � ln(1 + x) � x) 1x � 1ln(1 + x) � 1 + xxpues los t�erminos omparados son positivos.Combinando lo anterior se obtienen las otas siguientes:x � 1x = 1 � ex � 1ln(1 + x) � x1� x 1 + xx = 1 + x1� x;que son validas para �1 < x < 1. Del teorema de omparai�on (Sandwih), tomandol��mite uando x! 0+ se dedue quelimx!0+ ex � 1ln(1 + x) = 1:Cualesquiera de los dos m�etodos anteriores india que el valor de � debe ser neesariamente:� = 1:Æ Continuidad por la izquierda en x = 0. Calulemos el l��mite:limx!0�(x� �)2:Por �algebra de l��mites (o por ontinuidad de los polinomios), es direto que este l��miteexiste 8� 2 R y vale �2.Imponiendo la restrii�on de ontinuidad en 0:limx!0+ f(x) = limx!0� f(x)se obtiene la ondii�on 1 = �2de donde � = 1 o bien � = �1:(ii) Notemos primero que u = arsinx� �) x = sin(u+ �)a = arsin�) � = sin a;de donde x! a) u! 0:Haiendo el ambio de variables el l��mite pedido queda entones:limx!a arsinx� arsin ax� a = limu!0 usin(u+ �)� a:8



Calulemos este �ultimo l��mite utilizando la indiai�on (seno de la suma):limu!0 usin(u+ �)� a = limu!0 uos� sin u+ a os u� a= limu!0 1os� sin uu + a os u�1u= 1os�;donde hemos utilizado el �algebra de l��mites y los l��mites trigonom�etrios onoidos:limu!0 sin uu = 1 limu!0 os u� 1u = 0:Finalmente, omo os� =p1� sin2 �se obtiene limx!a arsinx� arsinax� a = 1os� = 1p1�a2 :Asignai�on de puntaje P1:(i) [0.5pto℄ Justi�ar ontinuidad para x 6= 0[1pto℄ C�alulo del l��mite[0.5pto℄ Enontrar � por ontinuidad[0.5pto℄ C�alulo del l��mite on �[0.5pto℄ Enontrar valores de � por ontinuidad(ii) [0.5pto℄ Buen despeje de x y reesritura del l��mite[0.5pto℄ Ver bien que si x! a entones u! 0[0.5pto℄ Utilizai�on seno de la suma[0.5pto℄ Utilizai�on de l��mites trigonom�etrios[0.5pto℄ Valor del l��mite en �[0.5pto℄ Reesritura en aP2.- (i) (3 ptos) Sean f; g : [0; 1℄ ! [0; 1℄ funiones ontinuas y epiyetivas. Demuestre que 9 2 [0; 1℄tal que f() = g(). Indiai�on: analie los valores de g en los puntos donde f alanza susvalores extremos.(ii) (3 ptos) El objetivo de este problema es probar que toda funi�on f : R ! R ontinua y talque 8x 2 R, f(x) � jxj, alanza su m��nimo en R, es deir,9a 2 R; 8x 2 R; f(a) � f(x):Para ello onsidere y0 = f(0) y el intervalo I = [�y0; y0℄.(a) (1.5 ptos) Demuestre que 8x 2 R n I; f(x) > y0:(b) (1.5 ptos) Conluya que f alanza su m��nimo en R en un punto de I.Pauta.- (i) Sea h = f�g que tambi�en es una funi�on ontinua en [0; 1℄ (pero no neesariamente epiyetiva!).Debemos probar que 9 2 [0; 1℄ tal que h() = 0. Para ello la idea es usar el TVM para h,9



Usamos la indiai�on: omo f es epiyetiva, el valor m�aximo que toma es 1 digamos en alg�unx1 2 [0; 1℄. Del mismo modo, el m��nimo valor que toma es 0 en alg�un x0 2 [0; 1℄. Por otro lado0 � g(x) � 1 8x 2 [0; 1℄, de dondeg(x1) � 1 = f(x1) y g(x0) � 0 = f(x0):Esto es, probamos que9x1; x0 2 [0; 1℄ tales que h(x1) � 0; h(x0) � 0y del TVM se onluye la propiedad.(iia) Tenemos que x 2 R n I ) jxj > y0pero f(x) � jxjde donde por transitividad f(x) > y0:(iib) f es ontinua en I (intervalo errado y aotado) por lo que alanza su m��nimo en I, esto es:9a 2 I tal que f(a) � f(x) 8x 2 I:Fuera de I, el punto a sigue siendo un m��nimo, en efeto, omo 0 2 I, entones:f(a) � f(0) = y0y de la parte anterior se dedue quef(a) � y0 < f(x) 8x 2 R n I:Nota: esta pregunta tambi�en se puede haer on un intervalo [�y; y℄ donde y est�a en la imagende f , pero en ese aso adiionalmente hay que probar que se puede esoger una preimagen dey en I (lo que no es neesario si la preimagen es 0). Tambi�en se puede haer por redui�on alabsurdo, pero es ompliado: si f no tiene m��nimo, al menos tiene ��n�mo porque es aotadainferiormente (es positiva). Sea an una suesi�on tal que f(an) onverja al ��n�mo, entones obien an es aotada, en uyo aso pasando al l��mite en una subsuesi�on se ve que el ��n�mo sealanza en el l��mite de esta subsuesi�on, o bien es no aotada, aso en que tomando l��mite seviola la desigualdad f(an) � janj.Asignai�on de puntaje P2:(i) [0.5pto℄ Entender que se trata de TVM[0.75pto℄ Existenia de valores m�aximos y m��nimos de f[0.75pto℄ Utilizar las otas para g[1pto℄ Utilizar bien el TVM(iia) [0.5pto℄ Transripi�on a desigualdad de x 2 R n I[0.5pto℄ Uso de la hip�otesis f(x) � jxj[0.5pto℄ Uso de la parte anterior(iib) [1pto℄ Teorema f alanza su m��nimo en [a; b℄[0.5pto℄ Utilizar la parte anteriorP3.- (i) (3 ptos) Sea f : R! R una funi�on ontinua. Sea (an) una suesi�on en [a; b℄, no neesariamenteonvergente, tal que limn!1 f(an) = `. Demostrar que 9x 2 [a; b℄ tal que ` = f(x).10



(ii) (a) (1 pto) Sea k 2 N. Usando subsuesiones, alularlimn!1�1 + 1n+ k�n :(b) (2 ptos) Dado a 2 R, alular limn!1n ln�1 + 1n+ a� :Use este resultado para onluir el valor de limn!1�1 + 1n+a�n :Pauta.- (i) Del teorema de Bolzano Weierstrass, existe una subsuesi�on a'(n) de an que es onvergente.Llamando x al l��mite tenemos a'(n) ! x:Pero por ontinuidad de f : f(a'(n))! f(x):Ahora notemos que f(a'(n)) es una subsuesi�on de f(an)por lo que por hip�otesis f(a'(n))! `:Finalmente, por uniidad del l��mite f(x) = `:(iia) Dado k 2 N �jo, y si sabemos que an = �1 + 1n�n ! e;tomamos la subsuesi�on a'(n) on '(n) = n+ k para obtener quean+k ! e:Ahora limn!1�1 + 1n+ k�n = limn!1�1 + 1n+ k��k�1 + 1n+ k�n+k= limn!1�1 + 1n+ k��k limn!1�1 + 1n+ k�n+k= 1�k limn!1 an+k= e(iib) Se sabe de lases que sn ! 0 ) limn!1 ln(1 + sn)sn = 1lo que viene de la desigualdad vista en lases:y � 1y � ln y � y � 1 8y > 0:11



Entones reesribimos el primer l��mite pedido omolimn!1n ln�1 + 1n+ a� = limn!1 nn+ a ln�1 + 1n+a�1n+ay es laro que sn = 1n+ a ! 0 y nn+ a ! 1de donde se dedue que limn!1 nn+ a ln�1 + 1n+a�1n+a = 1:El l��mite pedido puede obtenerse de la ontinuidad de la funi�on exponenial (terera igualdad):limn!1�1 + 1n+ a�n = limn!1 exp�ln�1 + 1n+ a�n�= limn!1 exp�n ln�1 + 1n+ a��= exp limn!1n ln�1 + 1n+ a�= exp 1= e:Valor que oinide on el l��mite alulado en el ��tem anterior en el aso partiular en que a esnatural.Asignai�on de puntaje P3:(i) [1pto℄ Uso teorema de Bolzano Weierstrass[1pto℄ Continuidad de f[0.5pto℄ Subsuesiones y uso de la hip�otesis[0.5pto℄ Uniidad del l��mite(iia) [0.2pto℄ Elei�on de la subsuesi�on orreta[0.3pto℄ Saber que la subsuesi�on onserva el mismo l��mite[0.5pto℄ Calulo del l��mite haiendo apareer la subsuesi�on(iib) [0.5pto℄ Entender que se trata del primer l��mite del logaritmo para un sn ! 0[0.5pto℄ Primer l��mite pedido[0.5pto℄ Segundo l��mite pedido[0.5pto℄ Comentar que la ontinuidad de exp permite interambiar los l��mites
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