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Esuela de Ingenier��a. FCFM-U. de Chile.CALCULO MA{12AGu��a de Problemas No. 2, 2004disponible en www.dim.uhile.l/�lmella/MA12A.htmlFuniones, Trigonometr��a y Suesiones�Indie1. Problemas 12. Preguntas de ontroles de a~nos anteriores. 63. Autoevaluai�on: Control # 2 a~no 2003 104. Problemas resueltos 171. Problemas[1℄ Determinar la veraidad de las siguientes a�rmaiones, justi�ando laramente su respuesta. Seanf; g : A! B funiones.f estritamente reiente implia f inyetiva.f biyetiva implia que f no es par.A = [a; b℄, a � b y f inyetiva entones f(a) < f(b) implia f(x) > f(a) para todo x 2℄a; b℄.Para todo x 2 R os(x2 ) = �q1+os(x)2 .Para todo �; � 2 R tg(�+ �) = tg(�)+tg(�)1+tg(�) tg(�)En un tri�angulo de lados a b y  se satisfae que a2 = b2 + 2 +2b sen(�+ �2 ), on � el �angulointerior opuesto al lado a.Si p(n) y q(n) son dos polinomios de grado 10 y 11, respetivamente, y on ra��es negativas,entones un = p(n)q(n) onverge a 0.La suesi�on annk on 0 < a < 1 y k 2 N diverge a +1.La suesi�on sen(n)n diverge.Una suesi�on mon�otona y aotada es onvergente.Toda suesi�on onvergente es aotada.Toda suesi�on de Cauhy es onvergente.Sean (un) y (vn) dos suesiones onvergentes a u y v respetivamente, tales que un < vn paratodo n 2 N. Entones, u < v.Una suesi�on aotada posee al menos un punto de aumulai�on.El l��mite de la suesi�on ann! es ero.Para todo x 2 R , x < 1 implia ex � 11�x y para todo x 2 R ex � 1 + x.La funi�on ax es estritamente dereiente para a > 1.La funi�on loga : R�+ ! R es biyetiva y su inversa es log 1a .1



Para todo x 2 R�+ aloga(x) = x.Para todo a > 0 loga(xy) = loga(x) + loga(y).[2℄ Para las siguientes evaluaiones de f(x) determinar el mayor subonjuntoA deR donde f : A! R esuna funi�on. Adem�as enontrar el onjunto imagen, eros, intervalos de reimiento o dereimiento,paridad, periodiidad, aotamiento, inyetividad, sobreyetividad y biyetividad. Realizar un gr�a�o.1. (i) f(x) =pjxj (ii) f(x) = ((2x� 1)(x2 � 9))�1 (iii) f(x) = px2 + 2x� 32. (i) f(x) =qx�1x+1 (ii) f(x) = log5(x+ jxj) (iii) f(x) = 2px�1.3. (i) f(x) = x3 � x (ii) f(x) = [jxj℄ (iii) f(x) = (x� [x℄)2.4. (i) f(x) = m�axf7; jxjg (ii) f(x) = m��nf7; jxjg (iii) f(x) = (1 + x2)�15. f(x) = � x2 si �1 � x � 0x si 0 < x � 16. f(x) = � 1x si �1 � x < 0�x si 0 � x � 17. f(x) = 8<: x[ 1x ℄ si x � �1[x℄ 1x si �1 < x � 1; x 6= 0j2� x2j si x > 1[3℄ Sea f : R! R on f(x) = 6x� x2 � 5. Se pide analizar las funiones g : R! R dadas por1. (i) g(x) = f(x) (ii) g(x) = jf(x)j (iii) g(x) = f(jxj) (iv) g(x) = jf(jxj)j.[4℄ Dado h : R! R donde h(x+ 1) = x2 + 3x+ 2, se pide determinar h(x).[5℄ Sea f : R n f0g ! R una funi�on donde f(x) = x+ 1x .1. Pruebe que f en el intervalo (0; 1) es dereiente, que en el intervalo (1;1) es reiente.2. Pruebe que para todo x > 0 es ierto que f(x) � 2. Muestre que f es impar y deduza quepara todo x < 0, f(x) � 2.3. Se de�ne el onjunto A = f np2 : n 2 N n f0gg. Pruebe que inf(A) = 1.4. Demuestre que inf(f(A)) = 2.[6℄ Para la expresi�on fa(x) = loga( 1a�pa�x) on a > 1.1. Determine el mayor subonjunto A para que fa : A! R sea una funi�on.2. Estudie el reimiento de fa.3. Demuestre que fa tiene un �unio ero que denotaremos z(a).4. Calule infx2Dom(f) fa(x) y supa>1 z(a)5. Bosqueje el gr�a�o de fa.[7℄ Probar las siguientes identidades trigonom�etrias.1. (i) sen2(x) tg(x) + os2(x) otg(x) + 2 sen(x) os(x) = tg(x) + otg(x)(ii) tg(x) + otg(x) = se(x) ose(x)2. (i) os4(x)� sen4(x) = os2(x)� sen2(x). (ii) (ose(x)� otg(x))2 = 1�os(x)1+os(x) .3. (i) sen2(x)1+sen(x) = se2(x)�se(x) tg(x)os2(x) . (ii) sen(x)os(x) + tg(x)otg(x) + se(x)ose(x) = 2 otg(x)+1otg2(x)2



4. (i) (sen(x) � ose(x))2 + (os(x) � se(x))2 = tg2(x) + otg2(x) � 1. (ii) (se(x) � tg(x))2 =1�sen(x)1+sen(x) .5. (i) 12 sen(x) se2(x2 ) + os(x) tg(x2 )� sen(x) = 0 (ii) otg(x)otg(x)�otg3(x) + tg(x)tg(x)+tg(3x) = 16. (i) sen(3x) = 3 sen(x)� 4 sen3(x) (ii) os(3x) = 4 os3(x)� 3 os(x)7. (i) (os(x2 � sen(x2 ))2 = 1� sen(x). (ii) ose(2x) � otg(2x) = tg(x).8. 12 sen(x) se2(x2 ) + os(x) tg(x2 )� sen(x) = 0[8℄ 1. Resolver la euai�on os(x) = 2 tg(x)1+tg2(x) .2. Se neesita onoer la altura de un �arbol ubiado en la ladera de un erro. Para esto se ubiandos puntos A y B sobre la ladera (A m�as abajo que B) a una distania d y olineales on labase del �arbol. Los �angulos de elevai�on desde A y B hasta la �uspide del �arbol son � y �respetivamente y el �angulo de inlinai�on de la ladera es . Calular la altura del �arbol enfuni�on de los datos �; �;  y d.[9℄ Demostrar que en todo tri�angulo de lados a; b;  y �angulos interiores �; �;  se umple que(i) b os()�  os(�) = b2�2a (ii) a2 sen(��)sen(�) + b2 sen(��)sen(�) + 2 sen(���)sen() .[10℄ Se a�rma que l��m n2�12n2+3 = 12 . Determinar un n0 tal que la diferenia entre n2�12n2+3 y 12 sea menor que" = 0;0002 para todo n > n0.[11℄ Considere las siguientes suesiones onvergentes, de t�ermino general an y l��mite l.(i) an = 1n y l = 0 (ii) an = 2n2 � 1 y l = �1 (iii) an = 5n , y l = 0.Para ada uno de los siguientes valores de " enuentre el menor n0 que veri�que n > n0 impliajan � lj < ".(i) " = 1 (ii) " = 110 (iii) " = 10�6.[12℄ Usando la de�nii�on de l��mite de una suesi�on demostrar que1. (i) l��m 3n1�n = �3 (ii) l��m log n+1n = 0 (iii) l��m npa = 1, a > 12. (i) l��m 13pn = 0 (ii) l��m 2n2+13n2+6n+2 = 23 (iii) l��m n os(n�)n2+1 = 0.[13℄ Si (an) es una suesi�on tal que l��m a2n = l��m a2n+1 = a probar que l��m an = a.[14℄ Sea (un) una suesi�on que veri�a (9n0)(8" > 0) n > n0 ) jun � uj < "Probar que el n�umero de t�erminos distintos de la suesi�on es �nito.[15℄ Pruebe la divergenia de las suesiones siguientes utilizando dos subsuesiones que lo dejen demani�esto.1. (i) an = (�1)n+1 nn+1 (ii) an = sen(n�2 ) + os(n�)[16℄ Las suesiones dadas dependen del valor de la onstante a. Examinar en que asos pueden seronvergentes.1. (i) un = an(n�1)2 (ii) un = nan (iii) un = a os(n�)2. (i) un = ( 1a)n (ii) un =qa+ 1n (iii) an�1an+1 .[17℄ 1. Probar que si a � b > 0 entones l��m npan + bn = a.3



2. Sean a1; : : : ; ak reales positivos. Probar que la suesi�on ( npan1 + � � �+ ank) onverge y alularsu l��mite.[18℄ Considere la suesi�on (an) de�nida por 2n�52n�71. Demuestre, usando la de�nii�on de l��mite que (an) onverge a 1.2. Determinar para ada valor de " 2 R+ que t�erminos de la suesi�on quedan en el intervalo[1� "; 1 + "℄ y uales quedan fuera.[19℄ Sea (an) una suesi�on de n�umeros reales. Se die que an ! +1 ((an) diverge a +1) ssi se umplela siguiente propiedad (8M > 0)(9n0 2 N)(8n � n0) an �M1. Probar que an ! +1 implia que 1an ! 0. >Es v�alido el re��proo?.2. Probar que an ! +1 y bn ! l > 0 implia que anbn ! +1.3. Mostrar on ejemplos que si an ! +1 y bn ! 0, pueden tenerse los asos: anbn ! 0, anbn !+1 y anbn ! l 6= 0. >Son posibles otros asos?.[20℄ Calular los siguientes l��mites (si existen).1. (i) l��m nPk=1 k2n3 (ii) l��m nPk=1 1(n+k)2 (iii) l��m npn (iv) l��m n+1npn! (v) l��m npn!n2. (i) l��m 1npn! (ii) l��m an+ban�n (iii) l��m os(a�)2n (iv) l��m npn3 + n2 + n (v) l��m(2n�33n+7 )n3. (i) l��mf 3pn+ 1� 3png (ii) l��m npa+bnpa+ npb (iii) l��m n(�1)n1�(n+3)4 (iv) l��m(3n�14n+1)n4. (i) l��m � an� nb (ii) l��m an �nb �. (iii) l��m(x�n+y�n2 )� 1n , x > y > 0. (iv) l��mpn2 + n� n5. (i) l��m npan + b on a > 1. (ii) l��m(1 + 1n+1)n+1 (iii) l��m(1� 1n)n6. (i) l��m(1 + 5n2 )n2 (ii) l��m((1 + 1n2 )n+1)n+2 (iii) l��m( n2�1n2�n�2)n2 (iv) l��m(n+22n )2n:[21℄ Sea (un) una suesi�on de n�umeros reales tales que existe r 2 [0; 1) y existe n0 2 N de modo que(8n � n0)jun+1j � rjunj.(i) probar que un ! 0. (ii) si l��m ���un+1un ��� = r < 1 entones l��mun = 0.[22℄ La suesi�on (un) de�nida por u1 = �+ �, un+1 = �+ � � ��un , on � > � > 0.(i) Demuestre que un = �n+1��n+1�n��n (ii) Calule l��mun. (iii) Estudie el aso � = � > 0.[23℄ Estudiar y gra�ar la funi�on f : R! R de�nida por f(x) = l��m(x2n sen(�x2 )+x21+x2n ).[24℄ 1. Calular � y � tales que l��m(pn2 + n+ 1� (�n+ �)) = 02. Si se sabe que l��mn(pn2 + n+ 1� (�n+ �)) existe se pide alular su valor.[25℄ Probar que si (an) es una suesi�on en R tal que an > 0 para todo n 2 N y sn = nPk=1 ak � M paratodo n 2 N, on M �jo en R, entones (sn) onverge.[26℄ Pruebe que las siguientes suesiones (un), de�nidas por reurrenia, son mon�otonas y onvergentes.Calule sus l��mites.1. u1 = 2, un+1 = p2 + an. Indiai�on: Probar por indui�on que an < 2.2. (i) u1 = p2, an+1 = p2an. (ii) u1 = 1, un+1 = p3un. (iii) u1 = 1, un+1 =q4+u2n24



3. (i) u1 = 4, un+1 = 4� 4un . (ii) u1 = 3, un+1 = 3(1+un)3+un .4. u1 = h, un+1 = u2n + k on 0 < k < 14 y a < h < b, siendo a y b las ra��es de la euai�onx2 � x+ k = 0.5. (i) u0 = 0, un+1 = un + 13n�1 + 13n . (ii) u1 = 1, u2 = 12 y un+2 = un+1+un2 .6. u1 = 1, u2 = 2 y un+2 = pun+1un.[27℄ Sean a; b 2 R+. Se de�nen las suesiones (xn) e (yn) mediante la reurrenia1. x1 = a, xn+1 = pxnyn e y1 = b, yn+1 = xn+yn2 . Probar que se trata de suesiones mon�otonasy que l��mxn = l��m yn.2. xn = nPk=1 1k � ln(n) e yn = xn � 1n . Probar que xn e yn son onvergentes y que tienen iguall��mite.[28℄ Sea (xn) una suesi�on en R. Probar que si las suesiones (x2n), (x2n+1) y (x3n) son onvergentesentones (xn) es onvergente.[29℄ Sea un = 12(1 + (�1)n). Probar que l��m u1+���+unn = 12 .[30℄ Demostrar que las suesiones un que satisfaen uno de los siguientes riterios son suesiones deCauhy.1. 8n 2 N, jun+1 � unj < qn, donde 0 < q < 1.2. 8n 2 N, jun+2 � un+1j < qjun+1 � unj, donde 0 < q < 1.3. 8n 2 N, jun+1 � unj � 1n(n+1) .[31℄ Estudiar la suesi�on un = nPk=1 (�1)kk .[32℄ Probar que si (an) es una suesi�on de t�erminos positivos onvergente a l > 0, entones,1. la suesi�on (un) de�nida por un = nps1 � s2 � � � sn tambi�en onverge a l.2. si se umple que l��m an+1an = l > 0 entones l��m npan = l[33℄ Si log(2) = 0;30 y log(3) = 0;48 (log es el logaritmo en base 10) alular(i) log(18) (ii) log3(2) (iii) log(1;08) (iv) log 13 (24).[34℄ 1. Resolver logy(x) + logx(y) = 2 y xy = 9.2. >Qu�e restriiones debe satisfaer x para que la euai�on log2(px+ 2) = log4(3x + 4) tengasolui�on?. Enuentre la solui�on.[35℄ Resolver los siguientes sistemas:1. (i) 2x+y = 6y y 3x = 32y+1. (ii) xy = yx y x3 = y22. (i) 2y+1 = 3x�1 y 2x = 3y. (ii) a2xb3y = m5 y a3xb2y = m10.3. (ax)log(a) = (by)log(b) y blog(x) = alog(y).[36℄ Considere el sistema loga( xnym ) = m2 y loga(xn+1y ) = n2. Probar que si m y n son naturales onseu-tivos entones x = am��nfn;mg
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2. Preguntas de ontroles de a~nos anteriores.[1℄ Sea f(x) = 8><>: (�1)1+[x℄p1� x2 si �1 � x � 0x�1[x℄�1 si 0 < x � 121j2x�1j si x > 12 o x < �11. Enontrar mayor onjunto A para que f : A! R sea una funi�on.2. Creimiento y paridad3. Ceros e intersei�on on el eje OY .4. Bosqueje un gr�a�o.[2℄ 1. Sea f : R! R on f(x) = m�axfxjxj; xg. Demuestre que f es biyetiva y determine su inversa.2. Sea g : R n f�2; 2g ! R, de�nida por g(x) = xjxj�2 . Pruebe que g no es inyetiva, haga unbosquejo del gr�a�o y determine el onjunto g�1(℄� 2; 2[).[3℄ Dada la funi�on f : R ! R de�nida por f(x) = x2 � jxj � 2. Calule I = inffx=f(x) � 0g yi = infff(x)=x � 0g.[4℄ Sea f : R n f�1; 1g ! R tal que f(x) = x+1jxj�1 .1. Demuestre que f no es inyetiva.2. Calular f�1([�1; 1℄).3. Sea g : [0; 1[! R de�nida por g(x) = f(x). Demuestre que g(x) es inyetiva.4. Restrinja el reorrido de modo de obtener a partir de g una funi�on biyetiva y alule suinversa.[5℄ Sea A � R aotado superiormente y sea f : A ! R una funi�on aotada superiormente. SeaC = fm�axfx; f(x)g=x 2 Ag. Demuestre que sup(C) = m�axfsup(A); sup(f(A))g.[6℄ Enontrar los valores de x e y tales que (x+ y)log10(x+y) = 1000(x + y)2 y xy � 1.[7℄ Considere la f�ormula f(x) = � x� 2n si x 2 [2n; 2n+ 1℄; n 2 N2n+ 2� x si x 2 [2n+ 1; 2n+ 2℄; n 2 N1. Veri�que que f es una funi�on de R+ en R.2. Enuentre el mayor onjunto A donde la f�ormula g(x) = f(x)x de�ne una funi�on.3. Muestre que 8n 2 N; h : (2n+ 1; 2n + 2) ! R on h(x) = g(x) es estritamente dereiente yque h0 : (2n; 2n+ 1)! R on h0(x) = g(x) es estritamente reiente.4. Gra�que la funi�on g : A! R.5. Pruebe que 8n 2 N, F : [2n+ 1; 2n + 2℄ ! (0; 12n+1 ℄ on F (x) = g(x) es biyetiva. Enuentrela inversa.[8℄ 1. Sean a; b 2 R se de�ne la funi�on f : R! R dada por f(x) = � x2 + a si x � 0x+ b si x < 0 Demuestreque f es epiyetiva ssi a � b y que f es inyetiva ssi a � b >Cu�al es el onjunto A = f(a; b) 2R2=f es biyetiva g?.2. Sea f :℄a; b[! R tal que 9 2℄a; b[ donde f es estritamente dereiente en ℄a; [, f es estrita-mente reiente en [; b[, demuestre entones que f() = infx2℄a;b[ f(x).Indiai�on: Para a) bosqueje un gr�a�o gen�erio de f y note que on eso no ha demostrado laproposii�on. 6



[9℄ En un paralel�ogramo A;B;C;D onoemos los �angulos ABC y BCD, � y � respetivamente.Adem�as se sabe que la longitud de los lados AB, BC y CD es 1. Probar que la longitud del uartolado AD es igual a p3� 2 os(�)� 2 os(�) + 2 os(�+ �).Indiai�on: onsidere una diagonal del uadril�atero y aplique adeuadamente los teoremas del senoy del oseno.[10℄ 1. Sean a; b; ; d reales en progresi�on aritm�etia de diferenia r. Resolver la euai�on os(ax) sen(bx) =os(x) sen(dx) y expresar las soluiones en t�erminos de a y r.Indiai�on: Transformar produtos en diferenias2. Dos baros P y Q est�an anlados en el mar a la vista de un observador que mide la distania aentre dos puntos A y B de la playa y los �angulos �; �;  y Æ asoiados a los puntos PAB, QAB,ABQ y ABP , respetivamente. Calular la distania entre P y Q en funi�on de a; �; �;  y Æ.[11℄ Un poste y una antena se enuentran a una distania a en un amino horizontal. Del pie del postese mide el �angulo de elevai�on de la antena y del pie de la antena el del poste, enontr�andose queel primer �angulo es el doble del segundo. Si un observador se ubia en el punto medio M del trazoque une las bases del poste y de la antena, observa que los �angulos de elevai�on medidos desde Mal poste y a la antena son omplementarios. Calular las alturas de la antena y del poste.[12℄ 1. Resuelva la euai�on sen3(x) + os3(x) = 1� 12 sen(2x)2. Demuestre la identidad 1tg(3x)�tg(x) � 1otg(3x)�otg(x) = otg(2x).[13℄ Sean a > b > 0 dos reales �jos. Considere las suesiones (an) y (bn) de�nidas por las f�ormulasreursivas a1 = a, an+1 = an+bn2 y b1 = b, bn+1 = panbnan+1 . Pruebe que1. an � bn > 0 para todo n 2 N.2. (an) es dereiente y (bn) es reiente.3. (an) y (bn) onvergen y que l��m an = l��m bn.4. Sea l = l��m an. Veri�que que la suesi�on (anbn) es onstante y enuentre l.[14℄ 1. Pruebe que si (un) es una suesi�on que satisfae la ondii�on siguiente8n 2 N jun � un+2j � 12 entones (un) no es onvergente.2. Sabiendo que l��m npx = 1 para todo x > 0, pruebe que si sn ! s y s > 0 entones l��m npjsnj = 1.Indiai�on: utilie el teorema del sandwih.[15℄ Calule el l��mite de las siguientes suesiones de n�umeros reales, uyos t�erminos generales son:1. un = nq1 + 12n2. un = n(jx+ 1n j � jxj), para x 2 R.3. un = os(n!�x) on x 2 Q.Indiai�on: En (2) y (3) exprese el l��mite en t�erminos de x.[16℄ Sea (un) una suesi�on de n�umeros reales que satisfaen las siguientes propiedadesl��mu3n = l y l��m jun+1 � unj = 0. Demuestre que:1. (u3n+1) y (u3n+2) onvergen a l.2. (un) onverge a l.[17℄ 1. Probar que si an � 0 y l��m an = l entones l��mpan = pl.7



2. Calular los l��mites:(i) l��m(pn+ 1�pn)pn+ 3 (ii) l��m nPk=1 1pn2+k3. Demostrar, utilizando el teorema de las suesiones mon�otonas que sn = 10nn!(1+ 1n )n onverge.[18℄ 1. Estudiar por omparai�on la onvergenia de la suesi�on an = h1+n(�1)nn2 i, donde [x℄ es el aj�onde x.2. Sea (an) una suesi�on onvergente a � y (bn) una suesi�on onvergente a �. Demostrar que lasuesi�on (n), de�nida por n = m�axfan; bng es onvergente.3. Sea (an) una suesi�on onvergente a � > 0. Demuestre que la suesi�on (n) de�nida por panes onvergente.4. Sea (an) una suesi�on onvergente, tal que una in�nidad de sus t�erminos son estritamentepositivos y una in�nidad es estritamente negativo. Demuestre que (an) onverge a 0. De unejemplo de una suesi�on on estas propiedades.[19℄ Calular, si es que existen, los l��mites de las suesiones on los siguientes t�erminos generales:1. (i) un = n+1pan, a > 0 (ii) un =pn+pn�pn�pn2. (i) un = npn3 + n2 + n (ii) un = 3pn2 sen(n2)n+5 .3. un = nfjx+ 1n j � jxjg, x 2 R.<Explique ![20℄ 1. Sea (un) una suesi�on mon�otona reiente, probar que la suesi�on de�nida por vn = 1n(u1 +� � �+ un) es mon�otona reiente.2. Calule, justi�ando, l��m( n2�1n2�n�2)n2 .3. Estudie si la suesi�on de�nida por vn = 1�3�5���(2n�1)2�4�6���(2n) es onvergente.[21℄ Sea (un) de�nida por u1 = a y un+1 =qab2+u2na+1 on 0 < a < b.1. Muestre que (un) es aotada.2. Pruebe que (un) es onvergente.3. Calule su l��mite.[22℄ Calule el l��mite de las siguientes suesiones.1. un = an+bnan+1+bn+1 on 0 < a � b. Distinga los asos a = b, a < b y a > b.2. (i) un = (1� 1n�2)n+4 (ii) un = n�sen(n)n2�16 .[23℄ Sean (an) y (bn) suesiones de�nidas por la reurreniaan+1 = panbn y bn+1 = b0a0panbn on a0 > b0 > 0.1. Pruebe que (an) es dereiente. Conluya que (bn) tambi�en lo es.2. Muestre que (an) y (bn) son aotadas inferiormente. Conluya que ambas onvergen.3. Calule los l��mites de ambas suesiones.Indiai�on: Para probar que (an) es dereiente muestre que para todo n 2 N an+1an < 1. Para elloobserve que bnan = b0a0 . 8



[24℄ 1. Analie la onvergenia de las siguientes suesiones, estudiando sus puntos de aumulai�on.(i) (1 + 1n)(�1)nn (ii) os(n�2 ) (iii) nPk=1(�1)k.2. Sea (un) reiente y a un punto de aumulai�on. Pruebe que (un) es onvergente y que l��mun =a.Indiai�on: Muestre que a es ota superior de (un).[25℄ Considerar la suesi�on (un) dada por un = sen(�) + sen(2�) + � � �+ sen(n�), donde � 6= 2k�.1. Probar que un sen(�2 ) = 12(os(�2 )� os(n�+ �2 )).2. Probar que l��m u1+���+unn = 12 otg(�2 ).[26℄ 1. La altura H de la torre de la �gura es desonoida. Se onoen los �angulos de elevai�on � y �medidos desde dos puntos A y B del suelo, separados por una distania L > 0 y formando onla base de la torre un �angulo . Sabiendo que la torre es vertial respeto del suelo, alule Hen t�erminos de L, �, �,  en los asos � > �, � = � y � < �. (Nota: 0 < � < �2 , 0 < � < �2 ,�� <  < �).
α

H

A

β

γ
BL2. Resuelva la euai�on: os3(x) + sen3(x) = 1� 12 sen(2x).[27℄ Estudie ompletamente la funi�on f(x) = jpjxj � xj:Para ello:1. Enuentre dominio, eros. Estudie epiyetividad, inyetividad. Demuestre que su reorrido esel onjunto fy 2 R; y � 0g.2. Analie el reimiento de la funi�on sin m�odulo pjxj � x para x > 1=4, 0 < x < 1=4 y x < 0.Indiai�on: note que si x > y > 1=4 entones px+py > 1.3. Estudie el reimiento de jpjxj � xj analizando los signos de pjxj � x.4. Haga un gr�a�o aproximado de f que resuma el an�alisis preedente.[28℄ Para a > 0, de�nimos la suesi�on sn = 1n2pa , n 2 N. (Nota: n2pa = r , a = rn2).(i) Si 0 < a < 1 pruebe que l��mn!1 sn = 1.Indiai�on: de�na la suesi�on hn = sn � 1 y muestre que hn ! 0 utilizando que (1 + h)k � 1 + kh,8h > 0, 8k 2 N y un teorema de omparai�on (sandwih).1. Si a > 1 o a = 1 pruebe que l��mn!1 sn = 1.9



2. Si an ! L > 0, demuestre que l��mn!1 1n2pan = 1:3. Si a > b > 0 alule: l��mn!1 1n2pan + bn :3. Autoevaluai�on: Control # 2 a~no 2003Reomendaiones:Una vez su estudio avanzado, resuelva el ontrol del a~no pasado que a ontinuai�on se presenta (3horas) y autoeval�uese.Sea autor��tio y aprenda de sus aiertos y errores.Raionalie el tiempo por preguntas (esto lo puede haer en el momento que se lee el enuniado alomienzo del ontrol).No se quede estanado exageradamente en una pregunta.Evite errores tipo signos, omisiones, fatores, et. revisando y pregunt�andose si el resultado y m�etodoson razonables.Lea uidadosamente los enuniados y subraye las aiones que se piden, pensando en los objetivosque se quieren evaluar.El proeso de evaluai�on es omplejo y ud. debe demostrar en el papel lo que ha aprendido, esto es,sepa que ud. es parte importante para que la medii�on de sus avanes, esfuerzos y aptitudes se hagaorretamente.Otras pautas similares de a~nos anteriores las puede enontrar enwww.dim.uhile.l/�lmella/MA12A.htmlP1.- (a) El paralel�ogramo ABCD de la �gura tiene per��metro 2p y su diagonal AD mide d on �anguloopuesto � (0 < � < � y p > d).(i) (0.5pto) Si x e y son las longitudes de los trazos AB yBD, estableza que la super�ie S del paralel�ogramoest�a dada por S = xy sin(�).(ii) (1.5pto) Demuestre que S = p2 � d22 tan��2 �.Observai�on: si usa una identidad trigonom�etria noevidente, demu�estrela. A
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α(iii) (1pto) Suponiendo que x = y, alule S en funi�on de p y d solamente.(b) Resuelva en R las euaiones trigonom�etrias p2 os(x) = a para a 2 Z (2pto). Usando loanterior, enuentre el gr�a�o de la funi�on f(x) = [p2 os(x)℄(= parte entera de p2 os(x))(1pto).Pauta.- (ai) La super�ie es S = h � x donde h = EC, EC ? AE (ver �gura). Pero h=y = sin(� � �) dedonde h = y sin(� � �) = y sin� (visto en lases). Luego S = xy sin�.10
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E(aii) Por un lado el per��metro es 2(x+ y), es deir2p = 2(x+ y)) p = x+ y (1)y por el teorema del oseno d2 = x2 + y2 � 2xy os�: (2)Elevando la expresi�on (1) al uadrado se obtiene p2 = x2 + y2 + 2xy y restando de (2) seenuentra p2 � d2 = 2xy + 2xy os(�) = 2xy(1 + os�):Luego xy = p2 � d22(1 + os�) . Reemplazando en la f�ormula para S tenemosS = p2 � d22 sin�1 + os�: (3)Comprobemos que sin�1 + os� = tan(�=2) (esta es la identidad no trivial a la que se re�ere enel enuniado): sin�1 + os� = 2 sin(�=2) os(�=2)1 + os2(�=2) � sin2(�=2)= 2 sin(�=2) os(�=2)2 os2(�=2)= sin(�=2)os(�=2)= tan(�=2):Por lo tanto S = p2 � d22 tan(�=2).Nota: omo � 2 (0; �) os(�=2) 6= 0.(aiii) Suponemos x = yOpi�on 1 Por el Teorema de Pit�agoras a2 = x2� (d=2)2, donde a es la longitud de la altura en l��neapunteada (ver �gura), pero x = p=2 de dondea =rp24 � d24 = 12pp2 � d2:
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El �area del tri�angulo ABC es 12d � a = 14dpp2 � d2y por lo tanto el �area del paralel�ogramo esS = 12dpp2 � d2:Opi�on 2 Usando la f�ormula (3) de la parte (ii), debemos enontrar os� y sin� en funi�on de p yde d. Por el Teorema del osenod2 = 2x2 � 2x2 os�) d22x2 = 1� os�pero x = p=2 de donde 1� os� = 2d2p2 ) os� = 1� 2d2p2 :Ahora neesitamos 1 + os� = 2�1� d2p2�sin� = p1� os2 �= s1��1� 2d2p2 �2= s4d2p2 � 4d4p4= 2dps1� d2p2 :Luego S = p2 � d22 sin�1 + os�= p2 � d22 2dpq1� d2p22�1� d2p2�= 12(p2 � d2)dpq1� d2p2p2 � d2= 12pp2 � d2:(b) Sea a 2 Z y resolvamos p2 os x = a. Si a � 2 entones ap2 � 2p2 = p2 > 1 por lo queno hay solui�on.Similarmente, si a � �2 ap2 < �1 y tampoo hay solui�on.Caso a = 0: p2 os x = 0, os x = 0, x 2 f�2 + k�; k 2 Zg.Caso a = 1: p2 os x = 1 esto es os x = 1=p2. Una solui�on es x = �=4 y por simetr��a otraes x = ��=4, tambi�en son soluiones por periodiidad x = �=4 + 2k� o x = ��=4 + 2k�,k 2 Z 12



Caso a = �1: p2 os x = �1 esto es os x = �1=p2 uya solui�on es x = 5�=4 + 2k� ox = 3�=4 + 2k�, k 2 Z.Gr�a�o: f es peri�odia de periodo 2�:f(2� + x) = [p2 os(2� + x)℄ = [p2 os(x)℄ = f(x);luego basta bosquejar f en [��; �℄ o en [0; 2�℄.
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Puntuai�on:(ai) [0.5pto℄n h=y = sin(� � �) [0.2pto℄sin(� � �) = sin� [0.2pto℄resto [0.1pto℄(aii) [1.5pto℄n teo del oseno [0.3pto℄llegar a (3) [0.6pto℄identidad [0.6pto℄(aiii) [1pto℄Opi�on 1n enontrar a [0.5pto℄S = : : : [0.5pto℄ Opi�on 2n despejar os� [0.5pto℄resto [0.5pto℄(b) p2 os�, a 2 Z [2pto℄a � 2, a � �2 no hay solui�on [0.5pto℄aso a = 0 [0.5pto℄aso a = 1 [0.5pto℄ ([0.5pto℄ por una solui�on)aso a = �1 [0.5pto℄ ([0.5pto℄ por una solui�on)Gr�a�o [1pto℄n onoimiento de os ximportania de las soluiones de os x = a, a 2 Z[y℄ = mayor entero que es � yComentarios: En (b): p2 os�, a 2 Z basta que digan u�ales son las soluiones (una l��nea sinjusti�ar). En (b): gr�a�o de f . Si hay bosquejo y es orreto dar todo el puntaje. Si el bosquejoes b�asiamente orreto (por ejemplo si no le queda laro qu�e pasa en los extremos de los intervalosdonde f es onstante) [0.8pto℄. Si los puntos de salto no son orretos, pero onsistentes on lassoluiones que obtuvo de p2 os�, a 2 Z dar [1pto℄.P2.- (a) Calule los siguientes l��mites:(i) (0.75pto) l��mn!1�n� 1n � ��n� 1n � = parte entera de n� 1n �13



(ii) (0.75pto) l��mn!1 n!(n+ 1)! + 1.(b) Considere la suesi�on sn = 2n + 1n2 3n+1 .(i) (0.75ptos) Calule l��mn!1 sn.(ii) (0.75ptos) Calule l��mn!1 npsn.() Sea � 2 (0; 12 ): Se de�ne la suesi�on (un) por� u0 = �un+1 = 2un(1� un) para n � 0(i) (1pto) Enuentre el m�aximo de la funi�on g(x) = 2(x � x2) y a partir de esto demuestreque 8n � 0, un 2 (0; 12).(ii) (1pto) Pruebe que (un) es mon�otona.(iii) (1pto) Explique por qu�e (un) es onvergente. Calule su l��mite. Justi�que laramente surespuesta.Pauta.- (ai) l��mn!1�n� 1n �. Para n � 1 0 � n�1n < 1 de donde �n�1n � = 0 de modo quel��mn!1�n� 1n � = 0:(aii) l��mn!1 n!(n+ 1)! + 1. Primera forma: esribirlo omo el produto de una suesi�on que onvergea ero (suesi�on nula) por una aotada (en este aso inluso onvergente):l��mn!1 n!(n+ 1)! + 1 = l��mn!1 1n+ 1 (n+ 1)!(n+ 1)! + 1 = 0Segunda forma: reesribir el l��mite omol��mn!1 n!(n+ 1)! + 1 = l��mn!1 1n+11 + 1(n+1)!y por �algebra de suesiones el l��mite es nulo. Terera forma: teorema de omparai�on o\sandwih" onsiderando que0 � n!(n+ 1)! + 1 � n!(n+ 1)! = 1n+ 1 ! 0:(bi) Si sn = 2n + 1n2 3n+1 entones l��mn!1 sn = l��mn!1 1n2 (2=3)n + (1=3)n3 = 0reordando que qn ! 0 si jqj < 1 y adem�as 1n2 ! 0.
14



(bii) l��mn!1 npsn = l��mn!1 nr 2n + 1n2 3n+1= l��mn!1 1npn 1np3 ns�23�n +�13�n (4)= l��mn!1 ns�23�n�1 +�12�n�= 23 l��mn!1 ns�1 +�12�n�= 23 ;pues 1 + �12�n ! 1 y por lo tanto ns1 +�12�n ! 1 (visto en lase). Los l��mites de losdos primeros fatores en (4) se vieron en lases y valen 1. De (4) se puede tambi�en obtenerdiretamente el l��mite 2=3 �nal si se usa la propiedadl��mn!1 npan + bn = m�axfa; bg para a; b > 0:(i) u0 = � 2 (0; 1=2), un+1 = 2un(1� un).g(x) = 2(x� x2). El gr�a�o de g es una par�abola invertida:g(x) = 2(�(x� 1=2)2 + 1=4) = �2(x� 1=2)2 + 1=2:Luego el m�aximo de g es 1=2 (el v�ertie es (1=2; 1=2)). Veamos por indui�on que un 2 (0; 1=2).Si n = 0 es una hip�otesis, si suponemos que es ierto para n, entones un+1 = 2un(1�un) pero1�un > 1=2, un > 0, luego un+1 > 0. Adem�as del an�alisis de g es laro que un+1 = g(un) < 1=2pues un 6= 1=2.(ii) Veamos que un es reiente: un+1 � un , 2un(1� un) � un, 2(1� un) � 1, 1� un � 1=2, 1=2 � unlo que es ierto.(iii) Como un es mon�otona y aotada, onverge: un ! u. Adem�as un es reiente, luego u =supfun; n � 0g � � > 0. De la de�nii�on de un deduimos por �algebra de l��mites y subsue-siones que u = 2u(1 � u)y omo u > 0 despejando se obtiene u = 1=2.Puntuai�on:(ai) [0.75pto℄(aii) [0.75pto℄(bi) [0.75pto℄ 15



(bii) [0.75pto℄(i) [1pto℄n enontrar m�aximo de g [0.4pto℄probar que un > 0 [0.2pto℄probar que un < 1=2 [0.4pto℄(ii) [1pto℄(iii) [1pto℄n mon�otona aotada [0.3pto℄euai�on l��mite de un [0.4pto℄un 6= 0 y por lo tanto u = 1=2 [0.3pto℄P3.-Pauta.- (i) Probemos que (f(an)) es dereiente. En efeto, omo an+1 � an porque an es dereienteentones f(an+1) � f(an) pues f es reiente.Veamos que (f(an)) es aotada inferiormente. Como an es aotada inferiormente 9m 2 R talque an � m 8n 2 N (m es ota inferior) luego f(an) � f(m) 8n 2 N, es deir f(m) es otainferior de (f(an)).Por el Teorema de suesiones mon�otonas y aotadas se dedue que (f(an)) es onvergente.(ii) Sea " > 0. Como an ! `, 9n1 2 N tal quen � n1 ! jan � `j < "=2:De la de�nii�on de jan � bnj ! 0 tambi�en se desprende que 9n2 2 N tal quen � n2 ! jan � bnj < "=2:De�namos n0 = m�axfn1; n2g, entonesn � n0 ! � jan � `j < "=2jan � bnj < "=2:Por lo tanto, para n � n0: jbn � `j = jbn � an + an � `j� jbn � anj+ jan � `j< "=2 + "=2= ":(iii) Sea " > 0. Por de�nii�on de sn ! ` existe n0 2 N tal que 8n � n0 jsn � `j < "=2. Sea n � n0,on lo ual n+ 1 � n0 tambi�en; se tiene entones que 8n � n0jsn � `j < "=2; jsn+1 � `j < "=2:Luego, si n � n0 se tiene jsn + sn+1 � 2`j = jsn � `+ sn+1 � `j� jsn � `j+ jsn+1 � `j< "=2 + "=2= ":Puntuai�on: 16



(i) [2pto℄n (f(an)) dereiente [0.8pto℄(f(an)) aotada inferiormente [0.8pto℄teorema de su. mon�otonas y aotadas [0.4pto℄(ii) [2pto℄n planteamiento: \sea " > 0 : : :" [0.5pto℄uso orreto de la de�nii�on an ! ` y jan � bnj ! 0 [0.5pto℄enontrar n0 [0.5pto℄uso de la desigualdad triangular y onlusi�on [0.5pto℄(iii) [2pto℄n planteamiento [0.5pto℄usar sn ! ` [0.5pto℄darse uenta que el mismo n0 sirve [0.5pto℄desigualdad triangular y onlusi�on [0.5pto℄Comentario: puede haber variantes orretas en la de�nii�on que se usa de onvergenia: 8n > n0en vez de 8n � n0 o jan � `j � " en vez de jan � `j < ", o 2" en vez de �, et.4. Problemas resueltosP1.- Estudiar f(x) = 2�q jxj+2jxj�2 , determinando dominio, paridad, signos, ra��es, reimiento y reorrido.Adem�as bosqueje un gr�a�o de f .Solui�on.-Dominio: f(x) est�a de�nida uando jxj+ 2jxj � 2 � 0y esto �ultimo se tiene para jxj > 2: Luego Dom(f) = (�1;�2) [ (2;1):Paridad: f es una funi�on par, en efeto,f(�x) = 2�s j � xj+ 2j � xj � 2 = 2�s jxj+ 2jxj � 2 = f(x)Signos: para x 2 Dom(f); f(x) � 0 si y s�olo si0 � 2�s jxj+ 2jxj � 2 , 2 �s jxj+ 2jxj � 2) 4 � jxj+ 2jxj � 2) 4(jxj � 2) � jxj+ 2y esto se umple si y s�olo si jxj � 103 : Por lo tanto f(x) � 0 para x 2 (�1;�103 ℄ [ [103 ;1):An�alogamente f(x) � 0 para x 2 [�103 ;�2) [ (2; 103 ℄:Ra��es: del desarrollo anterior se dedue que f(x) = 0 para x 2 f�103 ; 103 g:Creimiento: Sean x; y 2 Dom(f): Como f es una funi�on par, basta analizar el aso en que x; y > 0:Previo, notemos que jxj+ 2jxj � 2 = 1 + 4jxj � 2 :17



Para 0 < x � y; x; y 2 Dom(f) se tiene quejxj � 2 � jyj � 2, 4jxj � 2 � 4jyj � 2, 1 + 4jxj � 2 � 1 + 4jyj � 2) s1� 4jxj � 2 �s1� 4jyj � 2) 2�s1� 4jxj � 2 � 2�s1� 4jyj � 2esto es f(x) � f(y) para 0 < x � y; luego f es reiente en el intervalo(2;1): An�alogamente setiene, dada la paridad de f; que es dereiente en el intervalo (�1;�2):Reorrido: es f�ail veri�ar que f(x) � 1 8x 2 Dom(f); en efeto, para x > 21 �r1 + 4x� 2�1 � �r1 + 4x� 21 � 2�r1 + 4x� 2 :Luego f est�a aotada superiormente por 1. Notamos que si tomamos xn = 2 + 1n se umple quef(xn)! �1; notamos adem�as, que si onsideramos la suesi�on xn = 2+n se umple que f(xn)! 1:Del desarrollo anterior, utilizando la monoton��a de f; se dedue que re(f) = (�1; 1):Observai�on: dada la paridad de f no hemos analizado el aso x < �2Gr�a�o:
10/3−10/3

1

Observai�on: el an�alisis anterior ser�a m�as detallado uando estudiemos ontinuidad y derivadas.P2.- Sea f : R ! R no identiamente nula, tal que para todo x; y en R f(x + y) = f(x) + f(y) yf(xy) = f(x)f(y).1. Probar que f(0) = 0 y que f(1) = 1.2. Calular f(x) para x 2 N, luego para x 2 Z y por �ultimo para x 2 Q.18



3. Probar que x � 0 implia que f(x) � 0. Deduir que f es mon�otona reiente.4. Probar que f(x) = supff(r) : r � x; r 2 Qg y que f(x) = x para todo x 2 R.Solui�on.-1. Es laro que f(0) = f(0 + 0) = f(0) + f(0) luego restando f(0) a ambos lados de la euai�on seonsigue f(0) = 0:Notemos que f(1) 6= 0; en efeto, si f(1) = 0 entones8x 2 R f(x) = f(1x) = f(1)f(x) = 0lo ual ontradie el heho que f no es id�entiamente nula. De lo anterior se sigue que f(1) = f(1)f(1)y por lo tanto, dividiendo por f(1) se obtiene que f(1) = 1:2. Sea n 2 N es f�ail ver que f(n+ 1) = 1 + f(n); utilizando un razonamiento indutivo se sigue quef(n) = n para todo n 2 N: Es laro que para x 2 R se umple que0 = f(x� x) = f(x) + f(�x)por lo tanto, para todo x 2 R f(�x) = �f(x): De esta observai�on se onluye inmediatamente quef(z) = z para todo z 2 Z:Sea q 2 Z on q 6= 0; alulemos f(1q ): Notemos que1 = f(qq ) = f(q)f(1q )luego f(1q ) = 1q : Consideremos ahora r 2 Q entones existen p; q 2 Z; on q 6= 0 tal que r = pqf(r) = f(p)f(1q ) = pqluego f(r) = r para todo r 2 Q:3. Sea x � 0; es laro que f(x) = f(pxpx) = (f(px))2 � 0 y por lo tanto f(x) � 0: De esto�ultimo se dedue f�ailmente que f es mon�otona reiente. En efeto, onsideremos x � y de loanterior f(y� x) � 0; pues y� x > 0; por lo tanto, utilizando que f(�x) = �f(x); se onluye quef(y)� f(x) � 0 en onlusi�on f(x) � f(y):4. Dado x 2 R: Consideremos el onjuntoA = ff(r) j r < x r 2 QgNotemos que, de la monoton��a de f; se umple que f(x) es ota superior de A: Adem�as,8" > 0;9r 2 Q t.q.f(x)� " � f(r):En efeto, sea " > 0; omo f(x) � " < f(x) se tiene que por densidad de Q en R 9r 2 Q tal quef(x)� " � r � f(x); por lo tanto, dado que f(r) = r se obtiene la propiedad (note que r < x >porque?), luego f(x) = sup(A): Para �nalizar basta notar queA = fr j r < x r 2 Qgluego sup(A) = x: Conluimos que f(x) = x 8x 2 R; esto es f es la identidad.19



P3.- Un monta~nista est�a en la ima de un erro y observa una aba~na C1 on un �angulo � y otra aba~naC2 on un �angulo �+�. Su mapa india que la aba~na est�a a una distania d1 del punto P donde terminala ladera y omienza la falda del erro y que las aba~nas est�an separadas por una distania d2.1. Demuestre que la distania l desde la ima a P esl = d1(d1 + d2) sen(�)p(d1 + d2)2 sen2(�) + d22 sen2(�+ �)� 2(d1 + d2)d2 sen(�+ �) sen(�) os(�)2. Pruebe que uando � = � y d1 = d2 el �angulo  es �2 .Solui�on.- La solui�on de este problema la puede enontrar en la pauta del ontrol 2, a~no 1996, la ualpuede ser obtenida de la direi�on www.dim.uhile.l/slmella/publiaion.P4.- De�namos la suesi�on de n�umeros reales (un) mediante la reurrenia u0 = 1 y un+1 = un+ 2�un1+2un .1. Probar que para todo 0 � u � 2 se tiene 0 � u+ 2�u1+2u � 2.2. Deduir que (un) es aotada.3. Probar que (un) es no-dereiente.4. Deduir que (un) es onvergente y alular su l��mite.Solui�on.-1. Es direto ver que si 0 � u � 2 entones u + 2�u1+2u � 0: Por otra parte para 0 � u � 2 se umpleque 0 � 2u, luego 1 � 1 + 2u y por lo tanto 11 + 2u � 1:Multipliando la euai�on anterior por 2� u � 0 vemos que2� u1 + 2u � 2� uu+ 2� u1 + 2u � 22. Como u0 = 1 utilizando la parte anterior y un razonamiento indutivo se onluye que 0 � un � 2;8n 2 N y por lo tanto un est�a aotada.3. Calulemos la diferenia un+1 � un: un+1 � un = 2� un1 + 2un � 0pues un � 2; luego un es reiente.4. Como un es reiente y aotada superiormente entones es onvergente. Sea l el l��mite de un:Tomando l��mite a la expresi�on un+1 = un + 2� un1 + 2unse obtiene l = l + 2� l1 + 2l20



y por lo tanto l = 2.Observai�on: El paso anterior est�a justi�ado por el �algebra de l��mites y los teoremas de onver-genia. En efeto, omo un+1 es una subsuesi�on de una suesi�on onvergente, neesariamente debeonverger al mismo l��mite l: Por otra parte por �algebra de l��mites se tiene que el l��mite de una sumaes la suma de los l��mites, an�alogamente para la divisi�on. Esta estrategia nos permitir�a en muhosasos enontrar una euai�on para l; la ual puede poseer m�ultiples soluiones. La verdadera solui�onde la reurrenia depender�a de las arater��stias de la suesi�on asoiada, por ejemplo, si sn es unasuesi�on de t�erminos positivos es natural exigir que l (el l��mite de sn) sea mayor o igual que ero.P5.- Calular los siguientes l��mites (si existen).(i) l��m(3n�12n+1 )n (ii) l��m nPk=1 1n2+k (iii) l��mn(q1 + 1n � 1) (iv) l��m nPk=0 1k(1+k)(v) l��mn sen( an) (vi) l��mn(1� os( an)) (vii) l��mn2(1� os( an))Solui�on.-(i) l��m(3n�12n+1 )n: Notemos que �3n� 12n+ 1� = 32  1� 13n1 + 12n! ;luego l��m�3n� 12n+ 1�n = �32�n (1� 13n)n(1 + 12n)n ;sabemos que (1 � 13n)n ! e�1=3 y (1 + 12n)n ! e1=2; omo �32�n diverge se tiene que el l��mite enuesti�on diverge.(ii) l��m nPk=1 1n2+k : Fatorizando por 1n2 se obtienenXk=1 1n2 + k = 1n2 nXk=1 11 + kn2por otra parte se tiene que 0 � nXk=1 11 + kn2 � nXk=1 1 = npor lo tanto 0 � l��m nXk=1 1n2 + k � nn2luego l��m nPk=1 1n2+k = 0:(iii) l��mn(q1 + 1n � 1): Es direto veri�ar que r1 + 1n � 1! =  r1 + 1n � 1! q1 + 1n + 1q1 + 1n + 1)= 1 + 1n � 1q1 + 1n + 1)= 1nq1 + 1n + 1)21



por lo tanto l��mn(r1 + 1n � 1) = l��mn 1nq1 + 1n + 1 = l��m 1q1 + 1n + 1 = 12(iv) l��m nPk=1 1k(k+1) : Notemos que 1k(k + 1) = 1k � 1k + 1luego nXk=1 1k(k + 1) = nXk=1 1k � 1k + 1 = 1� 1n+ 1por lo tanto l��m nPk=1 1k(k+1) = 1:(v) l��mn sen( an): Para a = 0 se tiene que l��mn sen( an) = 0: Si a 6= 0 se umple quel��mn sen�an� = l��masen( an)any omo l��m sen( an )an = 1 se tiene que l��mn sen�an� = a:(vi) l��mn(1� os( an)): Nuevamente si a = 0 el resultado es direto. Para a 6= 0 reordemos la f�ormulasen2 ' = 1� os 2'2tomando ' = a2n se obtienel��mn�1� os�an�� = l��mn�2 sen2 � a2n�� :dado que sen( a2n )! 0 y del ejeriio anterior se tiene que n sen( an)! a; se umple entones quel��mn�1� os�an�� = 0(vii) l��mn2(1� os( an)): Para a = 0 el resultado es direto. Si a 6= 0 se umple, utilizando la f�ormula del�angulo doble, quel��mn2 �1� os�an�� = l��mn2 �2 sen2 � a2n�� = 12 l��m�2n sen� a2n���2n sen�an��y ya que sabemos que n sen( an)! a se onluye quel��mn2 �1� os�an�� = a22
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