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1. Problemas

[1] Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones, justificando claramente su respuesta.

Una funcién f es continua en zo € Dom(f) si existe una sucesién (a,) que converge a g y tal
que f(a,) converge a f(zg).

Toda funcién f : [a,b] — R alcanza su minimo.

Toda funcién acotada inferiormente y decreciente alcanza su minimo.

Es equivalente decir: (i) Ve>030 >0 Vz€Domf:0<|z—zo| <d=|f(z) =] <e

(ii) Cualquiera sea la sucesién de puntos en Dom f propiamente convergente a xg, la sucesién
de sus imégenes es convergente a [.

. . n — n .. . q — q . _
(i) IILIQOx zg Yn e N (i) IILIQOx zy Vg€ Q (iii) ilg% lz| = |20
(i) limsenz =0 (i) lim %22 = 1 (iii) lim 4=¢%2) — g

z—0 z—0 z—0 r

=1+a

. o cey 1e 2 o ceey e (22—a?)
(i) ;1_1% cosz =0 (i) }CI_)I%(ZE +7z+1)=15 (i) ilg}l )

: (z"—a™) _ _ ,n—1

Jim = =10

Si f(z) < g(z) Yz € Vi (x0), li)m f(z) = a, lim g(z) = b, entonces a < b.
T—T0

T—T0

Si existe lim f(z?), entonces existe lim f(z).
T—T0 T—T0

Siexisten lim f(z)y lim f(z)g(x), entonces existe lim g(z)
T—T0 T—T0 T—T0

Si existen lim f(z)y lim (f(z) + g(x)), entonces existe lim g(z)
T—TQ T—ITQ T—TQ

Si f:R — Res tal que |f(z)| < |z| Vz € R entonces f es continua en 0.

Si f:R — R es continua en 0 y verifica f(z+y) = f(z)f(y) Vx,y € R entonces f es continua
en cualquier zg € R.

Toda funcién Lipschitziana en su dominio es uniformemente continua sobre él.
Toda funcién estrictamente creciente y biyectiva es continua.

Toda funcién continua definida en un intervalo cerrado y acotado es uniformemente continua
sobre él.



8]

[12]

Usando la definicién (e — ¢) demuestre:

(1) liII%%=5( ii) hm‘f 2=% (iii) hm\/ac—l- =3
1

(i )hm = =0

1
x_l_ §(v)%1_r)%xsen( )=0 (v )hm

T
1+4sen2 ¢
Demuestre que (i) lim f(z) =1< lim f(zqg+h) =1

T—T0 h—0
(ii) lim f(z) =1« lim (f(z)—1) =

Demuestre que (i) lig(l) flz)=1l< lig%] f(z®) =1
(i) Jim f(r) = lim f(~2) (i) lim f(a) = lm f(lz) Gv) lim f(a) = lim f(o?)

z—0
Sean a, g, b tales que a < zy < b yf una funcién cuyo dominio incluye al conjunto [a, zo[U]zg, b].
Demuestre que lim f(z) =1 <& lim+f(gc) = lim f(z) =

T=T0 T T,

Determinar puntos de continuidad de las siguientes funciones
() () Z=£ Gil) =2 (iv) & (v) B0 (v) /1 + In?(1 + %) (vil) S senle),

x—1 sen(z) cos(2z)

Estudie la existencia de asintotas verticales en las siguientes funciones.
L) fla) =7 (i) fo) = = (ili) f(2) = =
. 2_ "
2 ()f(@) =55 (i) (o) = ey (i) f(2) = oy

Calcular los siguientes limites

1 245 (z—1)v2-z sy 1o T—b—a—b
Lo (i) lim =22 (i) lim S22 (i) lim 552262

. . T N E sen 2z sen & s =242
2. (1) 121;1/2(2 iL') tanz (11) alcl_r)% T sen 3x (111) alcl_)n% Vazr+1-3
3. (i) lim [2]2 (i) lim(1 + 3tan®z)°"% (i) lim (1 + 2)*

z—0 T—4-00

4. (i) lim ({£)* (i) lim (cos(2))* (iii) lim 22(1 — cos(1))

r—-+0C + r—+00 r—+00

arth (i) lim LVIVE

5. (i) lim 3021 (i) lim

z—+oc L7~ z—-+oo Ver?+d T—+00 v+l
1 3(er _ e
6. (i) lim 2= (ii) lim % (iii) lim zIn(Zt2)
20 e —1 z—0 (1—cos 2z) T—400

Determinar el valor de c, si se sabe que: lim (Z%¢)? =4
=400 T7€

oVEES o > 1
Estudiar si existe lim f(z), en que f(z) = ity
z—1 s stz <

Calcular las asintotas oblicuas para las siguientes funciones:

Lo (i) f(z) = =22 (i) f(z) = V2% — a?
2. (i) f(z) =01 —e ®)(mz+n) (i) f(z) =22 sen(l)

Dada la funcién definida por f(z) = In(1 + %) se pide:

i) Determinar dominio, recorrido, ceros, interseccién con el eje Y, asintotas de todo tipo y bosquejar
su grafico.

ii) Determinar la ecuacién de la funcién inversa y bosquejar su grifico.



[13]

[16]

[19]

Estudiar las siguientes funciones:
L () fx)=zln(e+1) (i) f(z)=e/?(1+1) (i) f(z) =e ! +ze!/?
2. () fo) = -2 (ii) f(z) = /%t

) —L - si z#0
Dada la funcién: f(z) = 1+661/z . demostrar que
si oz =

(i) f es continua en R. (ii) Encontrar las asintotas de f

Considere las siguientes funciones d : R2 — R. ;Cuales de ellas definen una métrica en R?
Lo (i) d(z,y) =0 (i) d(z,y) = |« (i) d(z,y) =2z —y
2. (i) d(z.y) = (2 —y)* (i) dz,y) = |z - |y| (i) d(z,y) = |z| +|y|

(i) Sea E # 0y f : R — R inyectiva. Probar que d : E x E — R definida por d(z,y) = | f(z) — f(y)|

es una métrica en F.

(ii) Utilice (i) para decidir cudl(es) de las funciones siguientes son métricas en RR.
1. (i) d(z,y) =|senz —seny| (ii) d(x,y) = |arctanz — arctan y|
2. (1) d(z,y) = lle| =yl (i) d(z,y) = |e” = ¢¥|

Determine los interiores, adherencias y fronteras (respecto a la métrica usual en R) de los siguientes
conjuntos:

L@ 00,1 () {;[neN} (i) ] - 2,4

2. (i) [1,7Ul5,7[ (i) {z € R|z? <3} (iii) N
3. () Q (li) {;ZrIneN} (i)I=R\Q

4. (1) QT (i) {22 | m,n € N}

Determine los puntos de acumulacién de los conjuntos siguientes e indique si son abiertos o cerrados.

L (i) (—00,3]U[5,+00) (ii) {(-1)"+ 1 |neN} (iii) {5 + 5= | m,n € N}

2
. sen ™57

n € N}

3. {-L,1}U{zeR| z=01+1)""" nezt)

Probar que

1. (i) Int(A) C A (ii) A C Adh(A)

2. (i) Adh A = (Int(A°))¢ (ii) Int A = (Adh(A"))°

3. JACB=IntACIntB (i) AC B= adhA C AdhB

4. (i) Int(Int A) =Int A (ii) Adh(Adh A) = Adh A

5. (i) Probar que Fr(A) = AdhA\Int A (ii) Probar que Adh A U Adh B = Adh(A U B)
6. (i) Adh(ANB) c AdhANAdhB (i) Fr A = Fr A° (iii) Fr A es cerrado.



2. Preguntas de Controles de anos anteriores

iy

[1] Sea {z,} una sucesién tal que: lim |=EL| =r < 1,
n— 00 n

X

1. Pruebe que: (Ve > 0)(3ng € N)(Vn > ng) |zpt1] < (7 +€)|zn|. (Ind. |z] — |y| < |z —y]).

2. Concluya que lim z, =0
n—oo

[2] (i) Sean f,¢g : R — R funciones continuas, demostrar que h : R — R definida por h(z) =
max{f(z),g(z)}, es continua.

(ii) Sea f : R — R tal que (3L € R")(Vz,y € R), |f(z) — f(y)| < Lz — y|, demuestre que f es
continua.
[3] Considere la funcién f : R — R definida por: f(z) = { sen(z/Zx) : i f g
Demostrar que no hay forma de elegir @ de modo que f sea continua en 0.

[4] Sea g : R — R continua, se define la funcién f: Ry U {0} — R por f(z) = max{g(¢),¢ € [0,z]}.
Demostrar que si g € R4 es tal que: g(zg) < f(xg), entonces (Je > 0) tal que f es constante en el
intervalo [xg — €, z¢ + €]

5] Estudiar la continuidad de la funciéon f : R\ {0,1} — R dada por f(z) = Sen(fz) y reparar sus
z(z—1)
discontinuidades.

[6] Calcular los siguientes limites si es que existen.

-\ 1:. (a+z)P—aP s\ 1:... Sennw e\ 1 sen 4a?
L. (1) ig% g P >0 (11) ig% senmgz 7é 07’”’ 7é 0 (111) ig% 1—cosz

. . _ .. . 4x3(ez—1) ee . 1
2. (i) lim %enr—sena  (§{) lim ~————% (iil) lim z7-=
(@) z—a IO (if) o0 (1—cos 2z)? (i) z—1

[7] Determinar el dominio y estudiar la continuidad de la funciénf(z) = 53%. ;Cémo se debe definir

f en z =0 de modo que resulte continua en dicho punto?.
Indicacion: recordar que 1 +z < e® < ﬁ, r <1

[8] 1. Determine el dominio y puntos de continuidad de la funcién:

I% si <1
flz) = z + In(x) si 1<z <2

arctan((z — 2)?) si x> 2
2. Sea g : R — R continua en un punto zy € R tal que g(zg) > 0. Probar que existe § > 0 tal
que g(z) > 0 para todo = € (zg — 9, ¢ + 9).

l-coszx :
Ny . = <1
9] 1. Demuestre que la funcién f : [0,1] — R definida por f(z) = { 8 :i gig ~ es
uniformemente continua.
2. Demuestre que la funcién tan : [-7,+7] = R no es uniformemente continua.

[10] Sea f: R — R una funcién que satisface las siguientes propiedades:
() Vz,yeR: f(z+y) = flz)+ fy) (2) f es continua en 0.

Demuestre que:

1. f es uniformemente continua

2. Yz eR: f(z) =zf(1)



[11]

[12]

[13]

[14]

Analizar la convergencia de las siguientes sucesiones.

1
. n3 n? n 11 4Tl+l "
(i) (m - m) (ii) <4n+i)
(iii) (%) cona>b>0. (i) %

1. Sea h: R% — R una funcién que satisface
h(z -y) = h(z) + h(y)

Muestre que si h es continua en x = 1 entonces es continua en todo punto de su dominio. (ind:
Demuestre que h(1) = 0).

2. Sean f,g: R — R dos funciones que satisfacen la relaciéon

Ve,y e R: f(z) > f(y) +9(y)(y — )

a) Muestre que:
Vz,y eR: g(z)(y —2) > f(z) — f(y) > 9(y)(y — 2)
b) Probar que si g es una funcién acotada entonces f es continua en todo R.

¢) Probar que si g es continua en a y a, es una sucesién que converge a a, a,, # a para todo
n € N, entonces,

n—+oc an — a
existe y vale —g(a).
Para
1 (1—2)?

determinar

1. Dominio, ceros y signos.

2. Asintotas verticales, horizontales y oblicuas.

3. Conjunto de puntos de continuidad.

4. Gréfica.

Determinar el conjunto de pardmetros (a,b,c) con a,b,c > 0 para los cuales la funcién

arcsen(br)r si z <0

1n(c+(;1+b)x) i >0

es continua en todo R.

Sea f: R — R una funcién continua.

1. Suponga que lim f(f) = lim f(f) = 0. Pruebe que existe z € R tal que 23 + f(z) = 0.
z—+oc T z——oc 7

2. Suponga que lim % = 1im £% — 0. Pruebe que existe y € R tal que y? + fly) <
z—+oc T z——o00 T

z? + f(x), para todo z € R.

Indicacién: Utilice los teoremas centrales de las funciones continuas.



[16] Sea a > 0. Considere la sucesién definida por

s1 = 2a,
_ . ]e3tsy
Sp4l = s n > 1.
1. Demuestre por induccién que s, > a, Vn > 1.

2. Demuestre que s, es estrictamente decreciente y convergente a un real L.

3. Encuentre el valor de L. Justifique rigurosamente su resultado.

[17] Sea a > 0. Utilizando las desigualdades

1
1—=z

exp(z) < Vo < 1, 1+ 2 <exp(z) Vz € R,

estudie en los dos casos siguientes la convergencia de la sucesiéon

Sn
exp | ————= | .
a’? — s2

1. Sis, —acons, <a,

2. Sis, — —a con s, > —a.

[18] Sea a > 0. Determine si existen valores de a y de § para que la funcién:

ea:p(—(ﬂf—ﬁ) si —a<z<a

f(z) = «a si < —a
I5} si T>a
sea continua en £ = —a y/o x = a. Justifique claramente su respuesta.

Indicacidn: en esta parte puede usar la caracterizacién de continuidad por

sucesiones o por limites.

[19] Definimos la funcién en R

x —X
e’ —e
tanhy = ———.
et +e 7

1. Verifique que tanh es continua en todo R, que tanh(0) = 0 y que satisface
—1 < tanh(z) < 1, Vz € R.
2. Pruebe que si n — oo entonces tanh(n) — 1 y que tanh(—n) — —1.

3. Usando el Teorema del Valor Intermedio para funciones continuas (T.V.1.)
demuestre que Vy €] — 1,1[, 3z € R tal que tanh(z) = y.
Indicacién: analice separadamente los casos y > 0, y =0, y < 0.

4. Demuestre que la ecuacién tanh(z) = cos(z) tiene infinitas soluciones en R.

Indicacién: use nuevamente el T.V.I.

[20] Calcular los siguientes limites

sen(a+z)+sen(a—zx)—2sena
)

1. (i) lim 1-2COSTHCOSIT (4j) i
z—0 z z—0

2. (i) lim %232 (jj) ]jy Sende
T sen 2x z—0 sen 2x

3. (i)lim 1825 (i) lim ©=¥" 4 5> 0 (i) lim z — zIn(e + 1)

7
z—1 221 z—0 7 Z—00




[21] Se sabe que la funcién f indicada, es continua en todo su dominio. Especificar cual es el dominio y
calcular cual es el valor de £

V2224 9x+4—2 T # 0
T) = z
/(@) k z = 0.
[22] 1. Demostrar que la ecuacién exp(z) cos(z) + 1 = 0 tiene infinitas raices reales.
Indicacién: Considerar intervalos de la forma [k, (k + 1)x] para aplicar el teorema del valor
intermedio.

2. Sean f,g: [a,b] — R funciones continuas tales que f(z) < g(x)Vz € [a,b]. Demostrar que existe
un real k£ > 0 tal que f(z) + &k < g(z)Vz € [a,b)].

3. muestre que la funcién f(z) = /32 +5 — 22 es uniformemente continua en el intervalo [2, 5].

3. Autoevaluacion Control #3 Ano 2003

P1.- (i) (3 ptos.) Sea f la funcién definida por

e’ —1
six >0

In(1+ 2z
flz) = (r—a)® siz<0
I5} siz=0

Encuentre todos los valores de a y 8 para los cuales f es continua en todo R.

(ii) (3 ptos.) Calcule

arcsin z — arcsina
im
T—=a T —aq

en funcién de a, usando el cambio de variables v = arcsin z — «, donde a = arcsin a. Indicacién:
puede serle util la féormula del seno de la suma.

Pauta.- (i) o Continuidad para z # 0. Claramente f es una funcién continua en los intervalos: (—oo, 0)
y (0,4+00) por dlgebra de funciones continuas (la suma, producto, divisién si el denominador
no se anula y composicién de funciones continuas es continua).

o Continuidad por la derecha en x = 0. Por limites laterales, podemos calcular:

e’ —1
im ———.
z—0+ In(1 + z)

¢ Método 1: usando los limites conocidos vistos en clases:

T _
im Ly fim 2LA2)
z—0t T z—0t T
En efecto: .y
e’ —1 €= 1
— = lim —* —=-=1.
xi{(IJIWL ln(l + ZE) xi{(IJIWL In(1+z) 1

T
o Método 2: otro método, mucho més largo pero instructivo, es utilizar las desigualdades
fundamentales de las funciones exponencial y logaritmo vistas en clases:
:v—i—lgexgﬁ Ve <1

yy;lglnygy—l Yy > 0.



De la primera, restando 1 se obtiene que

1 T
—1=
—x 11—z

<e”-1<
r<e <7

’

de la segunda, tomando y = 1 + z (si z > —1 entonces y > 0) se tiene que

T 1 1 142z
<In(1 <z=-< <
1+z — nl+az)se z~ In(l4+z) - =

pues los términos comparados son positivos.
Combinando lo anterior se obtienen las cotas siguientes:
e’ —1 z 1+z 14z

1
—=1< < =
Ty “In(l+z) " 1-z =z 1—x’

que son validas para —1 < z < 1. Del teorema de comparacién (Sandwich), tomando
limite cuando z — 0 se deduce que

e —1

230+ In(1+ x)

Cualesquiera de los dos métodos anteriores indica que el valor de 8 debe ser necesariamente:

g =1
o Continuidad por la izquierda en z = (0. Calculemos el limite:

lim (z — o)

z—0~
Por algebra de limites (o por continuidad de los polinomios), es directo que este limite
existe Va € R y vale o,
Imponiendo la restriccion de continuidad en 0:

lim f(z) = lim f(x)

z—0t z—0~

se obtiene la condicion
2

l=a
de donde
a=1o0bien a = —1.
(ii) Notemos primero que
u = arcsinz —a = x = sin(u + )

= arcsina = « = sin a,
de donde
z—a=u—0.

Haciendo el cambio de variables el limite pedido queda entonces:

arcsinz — arcsina . U
im =lim ———+—.
z—a T —a u—0 sin(u + a) — a




Calculemos este tdltimo limite utilizando la indicacién (seno de la suma):

. u . U
lim ————— = lim -
u—0 sin(u + @) — a u—0 cos asin u + a cos u — a

) 1

= lltli% COSO[Sin U | 008 u—1
u u
1
cosa’

donde hemos utilizado el dlgebra de limites y los limites trigonométricos conocidos:

. sinwu . ocosu—1
lim =1 m——— =0.
u—0 U u—0 Uu
Finalmente, como
cosa=V1-—sin?a
se obtiene . .
. arcsing — arcsina 1
lim = -
T—a Tr—aQa CoOS Qo =

Asignacién de puntaje P1:

(i) | [0.5pto] | Justificar continuidad para x # 0
[1pto] | Calculo del limite

[0.5pto] | Encontrar S por continuidad

[0.5pto] | Célculo del limite con «

[0.5pto] | Encontrar valores de o por continuidad

(ii) | [0.5pto] | Buen despeje de z y reescritura del limite
[0.5pto] | Ver bien que si x — a entonces u — 0
[0.5pto] | Utilizacién seno de la suma

[0.5pto] | Utilizacién de limites trigonométricos
[0.5pto] | Valor del limite en o

[0.5pto] | Reescritura en a

P2.- (i) (3 ptos) Sean f,g : [0,1] — [0, 1] funciones continuas y epiyectivas. Demuestre que Jc € [0, 1]
tal que f(c) = g(c). Indicacién: analice los valores de g en los puntos donde f alcanza sus
valores extremos.

(ii) (3 ptos) El objetivo de este problema es probar que toda funcién f : R — R continua y tal
que Vz € R, f(x) > |z|, alcanza su minimo en R, es decir,

da € R, Vz € R, f(a) < f(x).

Para ello considere yo = f(0) y el intervalo I = [—yq, yo].

(a) (1.5 ptos) Demuestre que
Vee R\ I, f(z)> yo.

(b) (1.5 ptos) Concluya que f alcanza su minimo en R en un punto de I.

Pauta.- (i) Sea h = f—g que también es una funcién continua en [0, 1] (pero no necesariamente epiyectival).
Debemos probar que 3¢ € [0, 1] tal que h(c) = 0. Para ello la idea es usar el TVM para h,



Usamos la indicacién: como f es epiyectiva, el valor maximo que toma es 1 digamos en algtin
z1 € [0,1]. Del mismo modo, el minimo valor que toma es 0 en algtin zy € [0, 1]. Por otro lado
0 <g(z) <1Vz€[0,1], de donde

g(z1) <1=f(z1) y g(zo) >20= f(z0)
Esto es, probamos que
Jz1, o € [0, 1] tales que  h(z1) <0, h(xg) >0

y del TVM se concluye la propiedad.
(iia) Tenemos que
z€R\I = |z| >y
pero
f(z) 2 |z
de donde por transitividad

f(z) > vo.

(iib) f es continua en I (intervalo cerrado y acotado) por lo que alcanza su minimo en I, esto es:
dael talque f(a) < f(z) Vzel.

Fuera de I, el punto a sigue siendo un minimo, en efecto, como 0 € I, entonces:
fla) < f(0) =y
y de la parte anterior se deduce que
fla) Syo < f(x) Vo eR\IL

Nota: esta pregunta también se puede hacer con un intervalo [—y, y] donde y estd en la imagen
de f, pero en ese caso adicionalmente hay que probar que se puede escoger una preimagen de
y en I (lo que no es necesario si la preimagen es 0). También se puede hacer por reduccién al
absurdo, pero es complicado: si f no tiene minimo, al menos tiene infimo porque es acotada
inferiormente (es positiva). Sea a, una sucesién tal que f(a,) converja al infimo, entonces o
bien a, es acotada, en cuyo caso pasando al limite en una subsucesién se ve que el infimo se
alcanza en el limite de esta subsucesion, o bien es no acotada, caso en que tomando limite se
viola la desigualdad f(an) > |ay|.

Asignacién de puntaje P2:

(i) [0.5pto] | Entender que se trata de TVM
[0.75pto] | Existencia de valores maximos y minimos de f
[0.75pto] | Utilizar las cotas para g
[1pto] | Utilizar bien el TVM
(iia) | [0.5pto] | Transcripcién a desigualdad de z € R\
[0.5pto] | Uso de la hipétesis f(z) > |z|
[0.5pto] | Uso de la parte anterior
(iib) [1pto] | Teorema f alcanza su minimo en [a, b]
[0.5pto] | Utilizar la parte anterior

P3.- (i) (3 ptos) Sea f : R — R una funcién continua. Sea (a,) una sucesién en [a, b], no necesariamente
convergente, tal que le f(an) = £. Demostrar que 3T € [a,b] tal que £ = f(T).
n—oe

10



(ii) (a) (1 pto) Sea k € N. Usando subsucesiones, calcular

1 n
lim (1 + > .
n— oo n + k

(b) (2 ptos) Dado a € R, calcular

1
lim nln<1+ )
n— oo n+a

n
Use este resultado para concluir el valor de lim (1 + 2 ) .

n—00 nta

Pauta.- (i) Del teorema de Bolzano Weierstrass, existe una subsucesién a
Llamando 7 al limite tenemos

o(n) de an que es convergente.

o(n) — z.

Pero por continuidad de f:
flagm)) = f(@).

Ahora notemos que
flaym)) es una subsucesién de  f(ay)

por lo que por hipdtesis
f(a(p(n)) — 4.

Finalmente, por unicidad del limite
(iia) Dado k € N fijjo, y si sabemos que

1 n
an:<1+5> — e,

tomamos la subsucesién a,,) con p(n) = n + k para obtener que

Ap+k — €.

1 n 1 —k 1 n—+k
i — ) = lim (1+— 1+ ——
nlgrgo<1+n+k> nglgo< +n+k> < +n+k>

1 —k 1 n—+k
= lim (1 + —) lim (1 + —)

—k -
= 1 Jim o

= e

Ahora

(iib) Se sabe de clases que

Sp— 0 = limM

n—00 Sn

=1

lo que viene de la desigualdad vista en clases:

-1
= <hy<y-—-1 Vy>0.
Y
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Entonces reescribimos el primer limite pedido como

> _ n In (1 + niﬂ)
= lim

_n—>oon+a !

lim nln (1 +
n—+a

n—oo n—+a

y es claro que

de donde se deduce que

In (14 ;1) B

1
n+a

lim
n—oon+ a

El limite pedido puede obtenerse de la continuidad de la funcién exponencial (tercera igualdad):

1 " 1 "
lim <1 + ) = lim exp (ln (1 + > >
n—00 n+a n— oo n+a

1
= lim exp (n In (1 + —))
n—0o0 n-—+a

1
= exp lim n In <1—I——>

n—oo n+a

= expl

= e.
Valor que coincide con el limite calculado en el item anterior en el caso particular en que a es
natural.

Asignacién de puntaje P3:

(i) [1pto] | Uso teorema de Bolzano Weierstrass
[1pto] | Continuidad de f
[0.5pto] | Subsucesiones y uso de la hipétesis
[0.5pto] | Unicidad del limite
(iia) | [0.2pto] | Eleccién de la subsucesién correcta
[0.3pto] | Saber que la subsucesién conserva el mismo limite
[0.5pto] | Calculo del limite haciendo aparecer la subsucesién
(iib) | [0.5pto] | Entender que se trata del primer limite del logaritmo para un s, — 0
[0.5pto] | Primer limite pedido
[0.5pto] | Segundo limite pedido
[0.5pto] | Comentar que la continuidad de exp permite intercambiar los limites
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