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a.Solu
i�on: tan(�+ �) = sen(�+ �)
os(�+ �) = � sen�� 
os�= tan� 8�; � 6= �2 + k�; k 2 Z:P2.- En
ontrar 
os�, sen�, tan� en fun
i�on de tan ��2 � = t; para � 6= � + 2k� k 2 Z:Solu
i�on: Notemos que tan� = tan��2 + �2� = tan �2 + tan �21� tan �2 tan �2= 2 tan �21� tan �2 tan �2 = 2t1 + t2 :Ya tenemos tan� en fun
i�on de t; a partir de esto 
al
ulemos 
os� y sen�:
os� = 
os��2 + �2 �= 
os2 �2 � sen2 �2= 2 
os2 �2 � 1:notando que 
os2 �2 = 11+tan2 �2 se obtiene que
os� = 2 
os2 �2 � 1 = 2 11 + tan2 �2 � 1= 21 + t2 � 1 = 1� t21 + t2 ;sen� = tan� 
os� = 2t1 + t2 1� t21 + t2= 2t1 + t2 :P3.- (Propuesto) Demostrar que �; � 2 [0; �=2[) tan��+ �2 � = t:
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P4.- (Propuesto)a) Demostrar las f�ormulas de transforma
i�on
os�+ 
os � = 2 
os(�+ �2 ) 
os(�� �2 )(1) 
os�� 
os � = �2 sen(�+ �2 ) sen(�� �2 )(2) sen�+ sen� = 2 sen(�+ �2 ) 
os(�� �2 )(3) sen�� sen� = 2 
os(�+ �2 ) sen(�� �2 )(4) tan�� tan� = sen(� � �)
os� 
os � �; � 6= �2 + 2k�:(5)b) Utilizar lo anterior para demostrar que (f; g : R! R) (k 2 Z)
os f(x) = 
os g(x)) f(x) = g(x) + 2k� _ f(x) = �g(x) + 2k�(6) sen f(x) = 
os g(x)) f(x) = g(x) + 2k� _ f(x) = � � g(x) + 2k�(7) tan f(x) = tan g(x)) f(x) = g(x) + k� 8x 2 R tal que f(x); g(x) 6= �2 + k�:(8)P5.- Resolver apli
ando 4 sen 2x = 
os x2Gra�
ar las solu
iones en el 
��r
ulo geom�etri
o. >Es 3�5 solu
i�on?Solu
i�on: notemos que 
os �x2� = sen ��2 � x2� ; utilizando esto y apli
ando los resultados de 4 seobtiene: sen 2x = 
os�x2� = sen��2 � x2�lo que impli
a 2x = �2 � x2 + 2k� _ 2x = � � ��2 � x2�+ 2k� k 2 Zi.e. x = �5 � 4�5 k _ x = �3 + 4�3 k k 2 Z
x= π 4π
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Figura 1: notemos que las solu
iones nun
a pasan por 3�5 sino que por �angulos 
oin
identes 
on 3�5 :Nota: observemos enton
es que si un �angulo es solu
i�on de una e
ua
i�on trigonom�etri
a, un �angulo
oin
idente 
on di
ha e
ua
i�on puede NO satisfa
er la e
ua
i�on.2



P6.- (Propuesto) Resolver sen2(2x+ �6 ) = 
os2(x+ �3 ):P7.- Probar que son iguales 
omo fun
iones de x � 0ar
 senr xx+ a = ar
tanrxa 
on a > 0:Solu
i�on: veamos si las fun
iones est�an bien de�nidasDado x � 0 luego x + a > 0; adem�as, x < x + a ) xx+a < 1 luego 0 � xx+a < 1 (est�a dentro deldominio de ar
 sen.)Para x � 0 y a > 0 se tiene que xa � 0 (est�a dentro del dominio de ar
tan.)Como ar
 sen[0; 1[= [0; �2 [ y ar
tan[0;1[= [0; �2 [ las fun
iones 
ompuestas:ar
 senr ��+ a : [0;1[! [0; �2 [ ar
tanr �a : [0;1[! [0; �2 [tienen igual dominio y 
onjunto de llegada.Probemos que ar
 senr xx+ a = ar
tanrxa 
on a > 0;a trav�es de una 
adena de equivalen
ias:Re
ordemos antes quesi �; � 2 [0; �=2[ enton
es sen� = sen� ) � = � pues sen es una fun
i�on inye
tiva en [0; �=2[:sen� = tan�1+tan2 � ) sen(ar
tan a) = ap1+a2 :Veamos ar
 senr xx+ a = ar
tanrxa , sen�ar
 senr xx+ a� = sen�ar
tanrxa�,r xx+ a = pxaq1 + �pxa�2 , r xx+ a = pxaqx+aa ,r xx+ a =r xx+ aP8.- (Propuesto) Cal
ular y = sen�ar
 sen� 11 + a2�+ ar
 
os� 11 + a2��P9.- Utili
e 4 para probar que�+ � + 
 = � ) tan�+ tan � + tan 
 = tan� tan � tan 
 (�; �; 
 6= �2 + k�)Solu
i�on: Por el problema 4 sabemos quetan�� tan� = sen(�� �)
os� 
os �pero 
omo tan es una fun
i�on impar se sigue que tan(��) = � tan � y 
omo 
os es una fun
i�on par
os(��) = 
os � luego: tan�� tan � = tan�� tan�� = sen(�� (��))
os� 
os �= sen(�+ �)
os� 
os � :3



(En resumen tan�� tan � = sen(���)
os� 
os � ) luego si �+ � + 
 = � enton
estan�+ tan(� + 
) = sen(�+ � + 
)
os� 
os(� + 
) = 0de esta formatan�+ tan � + tan 
1� tan � tan 
 = 0) tan�+ tan� + tan 
 = tan� tan� tan 
:P10.- a) 
os�+ 
os � = 2 
os(�+�2 ) 
os(���2 ):b) Mostrar que 
os2 x+ = 1+
os 2x2 :
) Resolver 1 + 
os x+ 
os 2x+ 
os 3x = 0:Solu
i�on:a) Sea a = �+�2 ; b = ���2 luego � = a+ b y � = a� b reemplazando
os�+ 
os � = 
os(a+ b) + 
os(a� b)= 
os a 
os b� sen a sen b+ 
os a 
os b+ sen a sen b= 2 
os a 
os b = 2 
os��+ �2 � 
os��� �2 � :b) 
os 2x = 
os(x+ x) luego
os 2x = 
os2 x� sen2 x = 
os2 x� (1� 
os2 x)= 2 
os2 x� 1por lo tanto 
os2 x = 1 + 
os 2x2 :
) Notemos que por la parte (a) se tiene que
os 3x+ 
os x = 2 
os�3x+ x2 � 
os�3x� x2 �y de la parte (b) 1 + 
os 2x = 2 
os2 xluego la e
ua
i�on 1 + 
os x+ 
os 2x+ 
os 3x = 0es equivalente a resolver 2 
os2 x+ 2 
os 2x 
os x = 0fa
torizando por 
os x y utilizando nuevamente la parte (a)
os x(
os x+ 
os 2x) = 0, 
osx(2 
os 3x2 
os x2 ) = 0por lo tanto 
os x = 0 _ 
os 3x2 = 0 _ 
os x2 = 0 de donde se dedu
e quex = �2 + k� _ 3x2 = �2 + k� _ x2 = �2 + k�4



P11.- Resolver la e
ua
i�on(E) a 
os x+ b senx = 
(i) Para ab = 0 (ii) Para ab 6= 0Solu
i�on: (i) Para ab = 0 enton
es a = 0 _ b = 0; se obtienen 
asos que ya sabemos resolvera = 0 ^ b = 0 en este 
aso (E) tiene solu
i�on si y s�olo si 
 = 0:a = 0 ^ b 6= 0 en este 
aso (E) 
orresponde a resolver senx = � 
b ; luego, si � 
b =2 [�1; 1℄(E) no tiene solu
i�on, Si � 
b 2 [�1; 1℄ (E) tiene solu
i�on y esta es x = ar
 sen �� 
b� + 2k��o x = � � ar
 sen �� 
b�+ 2k�:a 6= 0^ b = 0 en este 
aso (E) 
orresponde a resolver 
os x = � 
a ; luego, si � 
a =2 [�1; 1℄ (E) notiene solu
i�on, Si � 
a 2 [�1; 1℄ (E) tiene solu
i�on y esta es x = � ar
 
os �� 
b�+ 2k�:(ii) Para ab 6= 0 enton
es a 6= 0 _ b 6= 0; y por lo tanto a2 + b2 > 0: Si es
ribimos (E) 
omo(E) apa2 + b2 
osx+ bpa2 + b2 senx = 
pa2 + b2 :Podemos de�nir (ver �gura)
b

ϕ
a' = ar
 
os� apa2 + b2� pues apa2 + b2 2 [�1; 1℄:y se 
umple 
os' = apa2 + b2 y sen' = bpa2 + b2 ;luego, (E) se es
ribe(E) 
os' 
os x+ sen' sen x = 
pa2 + b2es de
ir 
os(x� ') = 
pa2 + b2y por lo tanto si 
pa2+b2 =2 [�1; 1℄ se sigue que (E) no tiene solu
i�on, en 
ambio, si 
pa2+b2 2 [�1; 1℄(E) posee solu
i�on y se 
umple que x� ' = � ar
 
os� 
pa2+b2�+ 2k�: Resumiendo, si ab 6= 0a 
os x+ b senx = 
) x = ar
 
os� apa2 + b2�| {z }' � ar
 
os� 
pa2 + b2�+ 2k�:P12.- (Propuesto) Resolver p3 
os x+ senx = 1: 5


