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INGENIERIA

P1.- Demuestre que tan es m—periodica.

Solucién:

tan(a + ) sen(a+m) —senaw
an(a + ) = =
cos(a +7m) —cosa

= tan « ‘v’a,a#%—i—kw,kez.

P2.- Encontrar cos a, sen a, tan « en funcién de tan (%) =t, para o # 7+ 2knw k € 7.

Solucién: Notemos que

‘ . (a+a> tan § + tan 5

ana=tan(—+—-) = ————— =
2 2 1—tan%tan%

2tan% 2t

- 1 —tan § tan § Ty

Ya tenemos tan « en funcién de ¢, a partir de esto calculemos cos « y sen a.

a o«
cosa =cos | —+ —

2 2
= cos? > sen? a
2 2

«
=2cos® — — 1.

notando que cos? 5= m se obtiene que
o 1
COS&ZQCOS2——1:272O/—1
2 I + tan® 5
2 1_142_
1+t 1+t
2t 1 ¢
senax =tanacos = ——— ——
1+121+1¢2
2t
R

P3.- (Propuesto) Demostrar que
a,p € [0,7/2[= tan (#) =t.



P4.- (Propuesto)

a) Demostrar las férmulas de transformacién

(1) cos  + cos § = 2cos( T+ cos( PP

(2) Cosa—cosﬁz725911(0‘;_'6)8911(0‘;,3)
(3) senac+ sen = 2sen(* ) cos( 27

(4) sena—senﬁ:2cos(a;rﬁ)sen(a;5)

(5) tana—tanﬁ—% a,ﬁ#g+2kw.

b) Utilizar lo anterior para demostrar que (f,g: R — R) (k € Z)

(z) + 2k V f(z) = —g(z) + 2k

(6) cos f(z) = cosg(z) = f(z) = g
g(z) +2kn V f(z) = 7 — g(x) + 2k~
g

(7) sen f(z) = cosg(z) = f(x)
(8)  tanf(x) = tang(x) = /(2)

(z) + km Vz € R tal que f(z),g(x) # g + km.

P5.- Resolver aplicando 4
sen 2 = cos ad
2

Graficar las soluciones en el circulo geométrico. ;Es 3?” solucién?

Solucién: notemos que cos (%) = sen (% — %) , utilizando esto y aplicando los resultados de 4 se

obtiene:
T T x
sen 2z = cos (—)zsen(———)
2 2 2
lo que implica
QmZg—g—I—ZImr v 2m:7r7<%—§)+2k7r ke
T 4dr T  4r
le.z = — — —k Vv r=—+—k keZ
l.e. 5 5 T 3+ 3 €
- T 41T
X 3+3k

k=4 k=1

Figura 1: notemos que las soluciones nunca pasan por 3% sino que por angulos coincidentes con 3?”

Nota: observemos entonces que si un angulo es solucién de una ecuacién trigonométrica, un dngulo
coincidente con dicha ecuacion puede NO satisfacer la ecuacién.



P6.-
P7.-

P8.-

P9.-

(Propuesto) Resolver sen?(2z + %) = cos?(z + ).

Probar que son iguales como funciones de z > 0

T T
arcsen,/ —— — arctan,/— con a > 0.
r+a a

Solucidén: veamos si las funciones estan bien definidas

Dado z > 0 luego z + a > 0, ademds, z < z +a = < 1 luego 0 < =

dominio de arcsen.)

m+a

Para z > 0y a > 0 se tiene que £ > 0 (estd dentro del dominio de arctan.)

Como arcsen[0, 1[= [0, 5[ y arctan[0, oo[= [0, §[ las funciones compuestas:

= < 1 (esta dentro del

arcsen,/__il_a: [0, co[— [0,%[ arctan\/g: [0, co[— [0,%[

tienen igual dominio y conjunto de llegada.

arc sen = arctan,/— cona > 0,
r+a a

a través de una cadena de equivalencias:

Probemos que

Recordemos antes que

» sia,f € [0,7/2] entonces sena = sen f = « = f pues sen es una funcién inyectiva en [0, 7 /2.

tan o
1+tan? «

a

Vita?’

" senq = = sen(arctana) =

Veamos

/ T T
arcsen = arctan \/7 & sen (arc sen ) = sen (arctan \/j>
T+ a a

[\'J

gc+a m)

(Propuesto) Calcular

1 1
Yy = sen (arcsen (1+a2> + arc cos (1+a2>>

Utilice 4 para probar que

R

a+f+vy=7m=tana+tanf + tany = tanatan Stany («, B,y # g—l—kw)

Solucién: Por el problema 4 sabemos que

sen(a —
tana — tan 8 = M
cos acos 3
pero como tan es una funcién impar se sigue que tan(—/) = —tan 8 y como cos es una funcién par
cos(—f) = cos 8 luego:
sen(a — (—
tana — tan § = tana — tan —( = M
cos a cos 3
_ sen(a + f)
~ cosacosf’



sen(a+p)

mmmsg) luego si a + 8 4+ v = 7 entonces

(En resumen tan o % tan § =

sen(a + 3 +7)

tan a + tan(f + ) = =0
(B+7) cos acos(fS + )
de esta forma
ta ta
tan o + M =0=tana+tan S + tany = tana tan ftan .
1 — tan B tan-y

P10.- a) cosa+cosﬁ:2(:os(#)cos(%).
2. _ l4cos?
b) Mostrar que cos® z+ = —G=E.
¢) Resolver 1+ cosz + cos 2x + cos 3z = 0.

Solucién:
a) Seaa= O‘Qﬂ, b= % luego « = a + by 8 = a — b reemplazando

cos a + cos 3 = cos(a + b) + cos(a — b)
=cosacosb —senasenb + cos acosb + senasenb

= 2cosacosb = 2cos (%W) cos (a;ﬁ) :

b) cos2x = cos(z + x) luego

cos 2z = cos® & — sen’z = cos’z — (1 — cos® x)
=2cos’z — 1
por lo tanto
9 1+ cos 2z
cos“x = ————.

2

¢) Notemos que por la parte (a) se tiene que

3r+=x 3r —x
cos 3z + cosx = 2cos 5 cos 5

y de la parte (b)
1+ cos2z =2cos’z

luego la ecuacion
1+ cosx +cos2x +cosd3x =0

es equivalente a resolver
2c0s?x + 2cos 2z cosz = 0

factorizando por cos z y utilizando nuevamente la parte (a)

3
cos z(cos z + cos 2z) = 0 < cos z(2 cos ; oS %) =0

por lo tanto cosz =0 V cos TT

=0 V cos 5 = 0 de donde se deduce que
— 3r _ —
r=5+kr V F=5+krV §=735

+ kn



P11.- Resolver la ecuacién

(E) acosz + bsenx =c

(i) Para ab=0 (ii) Para ab # 0
Solucidn: (i) Para ab = 0 entonces a = 0V b = 0, se obtienen casos que ya sabemos resolver

= a =0Ab=0 en este caso (E) tiene solucién si y sélo si ¢ = 0.

ma=0ADb# 0 en este caso (E) corresponde a resolver senz = —7, luego, si —7 ¢ [~1,1]
(E) no tiene solucién, Si —¢ € [~1,1] (E) tiene solucién y esta es x = arcsen (—%) + 2kx
6z =m — arcsen (—£) + 2km.

» a #0Ab=0en este caso (E) corresponde a resolver cosz = — <, luego, si — ¢ [~1,1] (E) no
tiene solucion, Si —< € [~1,1] (E) tiene solucién y esta es z = +tarccos (—§) + 2km
(ii) Para ab # 0 entonces a # 0V b # 0, y por lo tanto a? + b?> > 0. Si escribimos (E) como

b
(E) 08T+ —————senz = ¢

a? + b2 2+ a2+

Podemos definir (ver figura)

‘)

a

a a
= arccos | ———— ues ———— € [—1,1].
d <m> bues o ST

y se cumple

a b
oS = ———=y Senp = ————
R/ = R A e
luego, (E) se escribe
(E) COS Q COS T + sen Y sen r = S
va? +b?

es decir
c

va? + b?

cos(x — ) =

y por lo tanto si \/a;W ¢ [—1,1] se sigue que (E) no tiene solucién, en cambio, si \/ﬁ €[-1,1]
(E) posee solucién y se cumple que z — ¢ = %+ arc cos (ﬁ) + 2k7. Resumiendo, si ab # 0
bsens = — £ )+ ‘ 2%
aCoSxT + senxr = ¢c = I = arc cos \/TW arc cos \/TW + Wi

-/

~~

¥

P12.- (Propuesto) Resolver v/3cosz + senz = 1.



