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1. Ejercicios.

Numeros Reales

[1] Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones, justificando la respuesta.

Desarrollando de dos modos ((—1) + 1) - a se puede deducir de los axiomas que (—1) - a = —a.
En un cuerpo puede darse que 1 +1 = 0.

Si 22 = y? entonces = = .

Para todo real z y todo natural n se cumple que (i) z" -z = z"° (i) 2" -2 " =0
Para todo par de reales x,y es cierto que si x < y entonces z" < y™.

Es cierto que (i) 1 €]1,2] (ii) Vz € [2,00[, 3M € R tal que M > z (iii) Z¥ €]z, y[.

Como |z + y| < |z| + |y| para z,y € R entonces ||z + y| + |z — y|| < |z + y| + |z — y| para
z,y € R

Para todo real z, () |21 >0 (i) |z — y| <ol + |yl (i) ||| — Iyl] < || — lo].
El conjunto solucién de la siguiente inecuacién es vacio: |||z + 1| — 1| + 1] > 0.
Todo conjunto no vacio y acotado superiormente posee supremo y maximo.
Todo intervalo abierto posee infimo.

1 es el infimo de (i) [1,00[ (ii) ]1,00[ (iii){z €R | (Ve >0) z+e > 1}

-1 es el maximo de (i) | —oo,1[ (ii) [-2,—-1] (iii) [-3, —1[U{1}

Si A C R es no vacio y acotado inferiormente entonces sup(—A) = — inf(A4).

Para cualquier par de reales x e y existe un racional  y un irracional ¢ tales que z <7 <1 < y.

[2] Demuestre que para todo par de reales z e y se cumple:

(i) 2 -y’ =(z—y)(e® +ay+v?) (i) 2°+¢°=(z+y)(=® -2y +?)
(i) z* —y* = (z — ) («® + 2%y + zy® + )



[3] Demuestre las siguientes desigualdades:

1. Paratodoz € R, (i) (1+2z)2>1+2z (ii) 22+ 4% >2zy (iii) 22 —zy + 92 >0
Paratodox € Ry, z#0 () z7! >0 (i) z+z7!>2 (ii) z® > 0.
Para todo z,y,z € Ry (i) 22+ 9?2+ 22 > ay+yz+ 2z (i) (z+y)(y + 2)(z + ) > 8zyz
(iii) 23 + y> + 2% > 3zyz

4. Para todo z,y,z > 0, (i) (z+y+2)(2 + % +1)>9 (i) Siz+y =2 =1 entonces
(z - D(; - DG —1)>8 (iii) Sizyz =1 entonces z +y + 2z > 3.

[4] 1. Demuestre que: (i) min(z,y) = 5(z +y — |z —y|) (i) mix(z,y) = 3(z +y+ |z —y)
)

2. Calcule (i) méx(z,y) + min(z,y) (i) mdx(z,y) — min(z,y) (iii) mix(z,y) - min(z,y).

[5] Resolver las siguientes inecuaciones:

(i) bz —3>2x+1 (ii) 25 <0 (iii) (z—2)(z —3) <0.

(i) 552 <0 (i) 322 —z+5<0 (i) 24+22 <341

2x2 3w T

1.
2.
3. () jz—8<z—2 (i) |22 — 3+ 22| <4 (iii) [2ZE| > 7.
4.
5.

Paraa >0 (i) axr —6 > 2az +1 (ii) 2% >0 (iii) (z + a)(z — a) < 0.

r—a

() Gl >0 (i) [z -8 <z +4 (i) z—|o+1]>2.

[6] Encuentre el supremo, infimo, mdximo y minimo de las siguientes conjuntos:

() {reR:|z|<1} {zeR:|z—4>2} (ii){zeR:2-2<1} (ii) {zeR:[z]<2}.
() {reR:23<1} (i){zeR:IneNz-n<1} (i) {z € R:|z?+ 3z| < 4}.
() {zeR:1<a?<2} (i) {ze€Z:2?<7} (i) {(-1)"+2:neN}L

() {reR:z+1<2} () {zeR 2@2s-1)<z]} (iii){reQ:2®<z+1}.
() {reR:IneNzel-L1+1} (i){reR:2=2neN}h

(i) {zeR:[z] —z>1} (ii){xER:ﬁ<2} (iii) {z e R : [z]z < —x}

(i)

{zeR: [z +z=1} (i){re€Z:2°>2} (ii){zeR:z2=21neZ n#0}

NS ok w N

[7] Sean S y T subconjuntos no vacios de R tales que para todo z € Sy para todoy € T z < y. Probar
que S tiene supremo, que 7' tiene infimo y que sup(S) < inf(7T’).

[8] 1. Sea A subconjunto de R, no vacio y acotado superiormente y ¢ > 0. Pruebe que el conjunto
cA = {cz : z € A} es acotado superiormente y que sup(A4) - ¢ = sup(c4).

2. Sean A y B conjuntos de reales no negativos, no vacios y acotados superiormente. Probar que
AB es acotado superiormente y sup(AB) = sup(A) - sup(B).

Nota: AB={z-y:z € A,y € B}.

[zt|z—1||—|z—2]

[9] 1. Resolver la inecuacién e > L
2. Muestre que sup(v/A) = y/sup(A) donde A C R, es no vacio y acotado superiormente y

VA= {Jz:zc A}

[10] Demuestre que si A y B son acotados superiormente y no vacios entonces también lo son A|JB y

ANB.



Geometria Analitica
.- Rectas y circunferencias

[1] Pruebe analiticamente que:

El punto medio de la hipotenusa de un tridngulo rectangulo equidista de sus tres vértices.

2. El segmento que une los puntos medios de los lados de un tridngulo, es igual en longitud a la
mitad del tercer lado.

3. El lugar geométrico de los puntos que equidistan de dos puntos dados es una recta.
las diagonales de un rectangulo son iguales en longitud.

La suma de los cuadrados de las diagonales de un paralelégramo es igual a la suma de los
cuadrados de sus cuatro lados.

6. La bisectriz de un dngulo interior de un tridngulo, divide al lado opuesto en la razén que forman
los otros dos lados.

Los puntos medios de un rectangulo son los vértices de un paralelégramo.

Las tres alturas de un tridngulo se intersectan en un Unico punto.
[2] Determine las ecuaciones de las siguientes rectas:
que pasa por (3,2) y (9,7).
que pasa por (—1,0) y tiene pendiente —8.
que pasa por la interseccién de las rectas x = 0 e y = —1 y tiene pendiente 6.

que pasa por la interseccion de las rectas t —y =1y z +y = 0 y el punto (0,0).

AN

que pasa por la interseccién de las rectas 2x +y y £ = —2y y la interseccién de las rectas
Jr—6y=2y4z+1=0.

[3] Dado el punto P de coordenadas (a,b) y la recta L de ecuacién y = mz, determinar la ecuacién de
la recta que pasa por P y tal que el trazo que sobre ella determinan los ejes, queda dimidiado por
L.

[4] Dados el punto P = (a,b) y la recta L : y = muz, se trazan PH perpendicular a OX y PK
perpendicular a L. Si D es el punto medio de OP y M es el punto medio de HK probar que DM
es perpendiculara HK y DK = DH.

[5] Dos rectas variables L y Lo que pasan, respectivamente por dos puntos fijos A y B se cortan
perpendicularmente en el punto P. Determinar el lugar geométrico de P.

[6] Considere un tridngulo ABC de vértices A = (0,0), B = (b,0) y C = (¢,d). La altura h¢ corta al
lado opuesto en D y la altura h4 corta al lado BC en E, siendo F' = h¢(ha. Sean G = AC(\DE
y M el punto medio del lado AC. Probar que BG es perpendicular a M F.

.- Parabolas, elipses e hipérbolas

[1] Por el vértice de la pardbola y? = 4z se trazan dos rectas perpendiculares que cortan en Py Q a la
parabola. PQ corta el eje de simetria de la parabola en R. Probar que el foco divide al trazo OR
en la razon 1:3.

[2] ;Cudl es la excentricidad de una elipse en la que la distancia entre sus focos es la mitad de la
distancia entre sus directrices?

[3] Demostrar que la suma de las reciprocas de los cuadrados de dos didmetros perpendiculares en una
elipse es constante.



[4]

[5]

[6]

[7]

[1]

2]

[3]

[1]

2]

3]

[4]

[5]

[6]

2
Cousidere la elipse de ecuacién 2—; + %—2 = 1, encontrar el punto (zg,y) € ]R%_ tal que el rectdngulo
inscrito en la elipse que tiene a (g, o) como vértice y sus lados paralelos a los ejes de coordenadas
tiene area miaxima. Nota: utilice solamente propiedades de pardbolas para determinar el maximo.

Para la hipérbola i—j — %—z = 1 demostrar que AP = BP = 42, donde P es un punto sobre la hipérbola
y Ay B son las intersecciones de un recta que pasa por P paralela al eje X, con las asintotas de la
hipérbola.

;,Cudl es la excentricidad de una hipérbola en la que la distancia entre sus focos es el doble de la
distancia entre sus directrices?

Sea la hipérbola equildtera 2 —y? = a®. Demostrar que toda circunferencia con centro en la hipérbola
y tangente al eje OY corta en el eje OX una cuerda de magnitud constante.

Tangentes

Las intersecciones de la circunferencia z2 4+ y? = 2 con el eje z son los puntos A y A’. Una tangente

cualquiera a la circunferencia por el punto P = (z9, o), yo # 0, de ella corta a las tangentes por A
y A’ en los puntos Q y R respectivamente. Probar que OQ es perpendicular a OR.

Desde el punto T' se trazan las tangentes TP y T'() a una circunferencia dada. Desde el extremo
A del didmetro paralelo a la cuerda de contacto P(Q) se trazan las rectas AP y AQ que cortan a la
recta, OT en los puntos R y S. Demostrar que ST = TR.

La recta L tangente a la parabola y? = 4pz por P = (z¢,%o) corta al eje OY en B, a la directriz en
C y a la recta vertical por el foco en A.
1. Demostrar que AF = CF

2. Demostrar que F'B es perpendicular a L.
Lugares Geométricos

Dada la recta L : y = kz y los puntos A = (a,0) y B = (b,0), se toma un punto cualquiera P
sobre L y su simétrico @) con respecto al origen. Las rectas PA y QB se cortan en un punto M.
Determinar el lugar geométrico de M cuando el punto P se desplaza sobre L.

Dado un tridngulo de base AB = C se pide determinar el lugar geométrico del vértice C' en los
siguientes casos:

1. Sila altura h. es igual a la transversal de gravedad tp.

2. Sila diferencia de los cuadrados de las tranversales de gravedad t, y tj es igual a la mitad del
area del tridangulo.

Un punto A cuya proyeccién sobre el eje OY es B se mueve sobre la pardbola y? = 4pz. Determinar
el lugar geométrico de la interseccién de las rectas OA y BF, siendo O el origen y F' el foco.

Determinar el lugar geométrico de los puntos medios de las cuerdas de una elipse paralelas a una
direccion dada.

Sea P = (9,10) un punto que se mueve sobre la circunferencia C : 22 +y2 = r2. Sea @ la proyeccién
de P sobre el eje OX y sea C] la circunferencia con centro en P y tangente al eje OX. Si la recta
L es la recta que pasa por la intersecciéon de C' y C}, determine el lugar geométrico de los puntos 7'
de interseccion entre L y PQ.

Encuentre el lugar geométrico de los puntos medios de las secantes que pasan por el foco de una
parabola.



[7] Determinar el lugar geométrico de los puntos P tales que su distancia al eje OY es igual a la mitad
de la longitud del trazo tangente desde P a la circunferencia de ecuacién z? + y? = 1.

2. Preguntas de controles de anos anteriores.

Numeros Reales

[ 1.

2]

3] 1.

[4 1.

5] 1.

6] 1.

3.

—

Sean A y B dos subconjuntos no vacios de R, los cuales verifican las siguientes propiedades: (i)
AJB =R (ii) todo elemento de A es menor que todo elemento de B. Demuestre que existe
un real a que es simultineamente cota superior de A y cota inferior de B. Pruebe, ademais,
que dicho nimero real « es unico.

Definamos A, = {r e R: -2 <z <2y "|$|2__24 > 1}. Encuentre s, = sup(A4;). Determine
s=1inf{sy:n € N}.

Sean a € Ry, r €]0,1[ y n € N. Demuestre que: (a +7)" < a"+7-(1+a)".

Sean z,y, z nimeros reales tales que: z2 + y2 + 22 < 1. Ademds, sean a,b,c,d,e y f nlmeros
reales menores o iguales que M (fijo). Demuestre que: ax?+by?+cz?+2dzy+2exz+2fyz < 3M.

Probar que /5 es irracional.
Demostrar que para cualquier real a # 0 se cumple:
(@ —aVNat+at+1)T=a—1

" 1,1 4
Sean a y b reales positivos, demostrar que ; + > =5

a+b’

Resolver la inecuacién z > ||z| + |z — 1| + |z — 2|| + 1.

Sea S={ucR:u<u?lyT ={veR:v®<v®+ 60} Determinar méximos, minimos,
supremo e infimo de S y T' cuando existan.

z(x+2)—|z+2||z—3|
(z+1)(z—-2)
Determine para que valores de a la siguiente inecuacién no tiene solucién

(z+2)(z —1)(z+2a) < (z+1)(z — 2)(z + a).

<0

Encuentre los valores de z € R para los cuales se cumple

Dados z e y reales, demuestre que si para cualquier € > 0 se cumple que a < b + € entonces
a <b.

Sean A, B y C subconjuntos de R no vacios y acotados. Pruebe que si para todo z € A y todo
y € B existe z € C tal que z + y < z entonces sup(A) + sup(B) < sup(C).

Demuestre que si C = A + B entonces sup(A) + sup(B) = sup(C).

[7] Sean z,y € Ry tales que z +y = 1. Demostrar que

1.
g 1.
2.
9 1.

oy < g
2.,,25 1
7 +y Zﬁ
—1)2 —1\2 ~ 25
(z+z ") +@y+y ) >2
Indicacién: Para todo z,y € R z2 + y? > 2zy.

Resuelva la siguiente inecuacioén: 2z + |z — 5| < 25

Probar que W > Yryz para todo z,y,z € R;.

Demostrar, utilizando los axiomas de cuerpo de los niimeros reales que:
Vo, y ERz,y#0 (z+y)(z "y ) =27 4y}

En cada paso diga cual o cuales axiomas o propiedades estd utilizando.



[10]

2. Demuestre que
Ve,y €R z,y>0 (z+y)(z~t +y~ 1) >4

Indique qué axiomas o propiedades del orden estd utilizando.

3. Encuentre el conjunto solucién de la siguiente inecuacién:

|z — 2z + 1|
—— <
|22 — 3z 4+ 2| —

—_

Demostrar que el infimo del conjunto (a,4+o0) es a.

2. Pruebe que dos reales x e y para los cuales se cumple que
VbeR, b>1implicaz <b-y,

satisfacen la relacién z < y.

Geometria Analitica

[1]

2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

Dada la pardbola y?> = 4pz cuyo foco es F y un punto P sobre el eje OY. Demostrar que la
perpendicular a F'P, en P, es tangente a la paridbola. Determinar las coordenadas del punto de
tangencia. Demostrar que QF es perpendicular a FT', donde @ es el punto de tangencia.

Probar que toda circunferencia que tiene didmetro una cuerda focal AB de una pardbola dada, es
tangente a la directriz de dicha parabola.

La base de un tridngulo est4 fija, siendo sus vértices A = (0,0), B = (b,0). El vértice C estd sobre
la recta y = ¢, b > 0 y ¢ > 0. Determinar el lugar geométrico correspondiente a la interseccion de
las tres alturas.

Considere una circunferencia de radio r. Sea AB un didmetro fijo de ella y PQ una cuerda variable
que se mantiene perpendicular a AB. Determine el lugar geométrico del punto de interseccién de
las rectas que pasan por AB y por B( respectivamente.

1. Demuestre que si dos circunferencias son tangentes en un punto 7', este punto es colineal con
los centros de ambas circunferencias. Considere sélo el caso en que ambos centros se encuentran
en el eje OX.

2. Sean AC'y BC arcos de radio AB y centro B y A respectivamente. Dos semicircunferencias
de radio %(AB) tienen por didmetros AO y OB, siendo O el punto medio de AB. Se desea
caracterizar la circunferencia -y, de centro @), tangente a los cuatro arcos. Siendo T} el punto
de tangencia entre v y OB. Pruebe que @ estd sobre la recta ATj. Siendo T5 el punto de
tangencia entre v y OB pruebe que @) estd sobre la recta MT5, donde M es el punto medio de
OB. Suponga A = (—1,0) y B = (a,0). Encuentre el radio y el centro de la circunferencia +.

Indicacién: utilice la simetria del problema.

Se consideran tres puntos O, A, B situados sobre un recta y se contruyen dos semicircunferencias
de didmetros OA y OB, respectivamente. Desde el punto medio M del trazo AB se levanta la
perpendicular, cortando a la circunferencia mayor en R y luego se traza la tangente M P a la
circunferencia menor, siendo P el punto de tangencia. Demuestre que O, P y R se encuentran sobre
una misma recta.

Determinar el lugar geométrico de los puntos P de interseccién de las tangentes trazadas por los
extremos A y B de dos didmetros conjugados de una elipse.

Nota: Se llaman didmetros conjugados en una elipse a dos cuerdas que pasan por el centro y cuyas
2

pendientes m1 y mo satisfacen mymg = —%g.



(8]

[9]

[10]

3.

Dada la pardbola de ecuacién 32 = 4p(z — p) para p > 0 determine los puntos P y Q (P con
coordenadas positivas) de ella, de modo que las tangentes a la pardbola por estos puntos pasen por
el origen. Calcule la distancia de P a la tangente que pasa por Q).

Indicacién: La ecuacién de la tangente por un punto P = (@, 3) a una parabola de ecuacién y? =
Tt+a

4p(z — p) es yB = 4p(*L* —p).

. . g2 g2 . .
1. Considere la elipse de ecuacién 7y + %2‘ = 1. Larectay = gw intersecta a la elipse en los puntos

Py R (P con coordenadas positivas). Determinar el drea del rectdngulo inscrito en la elipse,
que tiene como diagonal el trazo PR y cuyos lados son paralelos a los ejes coordenados.

2. Considere la circunferencia de ecuacién z? 4+ y> = 1. Una recta variable L que pasa por el
origen, intersecta a la circunferencia en los puntos ) y S. Determinar, analiticamente, el lugar
geométrico de la interseccién de las tangentes a la circunferencia por los puntos P y Q.
Indicacién: La ecuacién de la tangente por un punto P = («, ) a una circunferencia de ecuacién
22 +1y? =r?es: za +yp =r’.

Sea la hipérbola H de ecuacion 2—; — % =1y un punto P cualquiera de ella. Considere el tridngulo
formado al intersectar las asintotas de H con la tangente a H que pasa por P. Demuestre que el drea
de ese tridngulo es igual a ab.

Autoevaluacion: Control #1 ano precedente

Recomendaciones:

P1.-

Una vez su estudio avanzado, resuelva el control del afio pasado que a continuacién se presenta (3
horas) y autoevaliese.

Sea autocritico y aprenda de sus aciertos y errores.

Racionalice el tiempo por preguntas (esto lo puede hacer en el momento que se lee el enunciado al
comienzo del control).

No se quede estancado exageradamente en una pregunta.

Evite errores tipo signos, omisiones, factores, etc. revisando y preguntandose si el resultado y método
son razonables.

Lea cuidadosamente los enunciados y subraye las acciones que se piden, pensando en los objetivos
que se quieren evaluar.

El proceso de evaluacion es complejo y ud. debe demostrar en el papel lo que ha aprendido, esto es,
sepa que ud. es parte importante para que la medicién de sus avances, esfuerzos y aptitudes se haga
correctamente.

Otras pautas similares de afios anteriores las puede encontrar en

www.dim.uchile.cl/~1mella/MA12A .html

(1) (4 ptos.) Usando los axiomas de cuerpo de los nimeros reales y los teoremas de unicidad,
demuestre las siguientes dos propiedades:

o Para todo z,y reales, (—z) + (—y) es opuesto (inverso aditivo) de = + y.



o Si a,b,c,d son reales que verifican la relacin (ad) + ( - (cb)) = 0 entonces

((a+b)a) + ( ~((c+ d)b)) —0.

Indicacién: mencione en cada paso el axioma utilizado. Si utiliza abreviaciones para los
axiomas, dé una lista de éstas al comienzo.

(ii) (2 ptos.) Usando la definicin de mdulo, determine todos los reales que satisfacen la igualdad
|z +2| = |z| + 2.
Pauta.- (i) (4 ptos.)

o (1.5 ptos.) Se utilizan axiomas de la suma de nimeros reales:

((—w) + (—y)) + (:v + y) (((—x) + (—y)) + :1:> +y (asociatividad)

((—x) +((—y) + :v)) +y  (asociatividad)

G

(
(w + (—y))) +y (conmutatividad)
(a: + (—y)) + y) (asociatividad)

z+ ((—y) + y)) (asociatividad)

= ((—:1:) + x) + ((—y) + y) (asociatividad)
= 040 (inverso)

=0 (neutro)

En estricto rigor, esto prueba que (—z) 4 (—y) es un opuesto de z 4+ y ((0.4 ptos.) buen
uso asociatividad, (0.4 ptos.) buen uso conmutatividad, (0.4 ptos.) buen uso inverso, (0.3
ptos.) buen uso neutro, (-0.1 pto.) por cada paso de asociatividad omitido.

Notemos que en algunas secciones pueden aparecer pasos de conmutatividad adicionales
dado que los axiomas se establecieron en un orden predeterminado de operacion, por ejem-
plo a+ (—a) =0 y no (—a) + a = 0. Esto es pues correcto.

Si se quiere ir mas lejos, por unicidad del opuesto se tiene:

(—=2) + (—y) = —(z +v)

lo que podria utilizarse en la parte siguiente.



o (2.5 ptos.) Se utilizan axiomas de cuerpo de los niimeros reales:

(@+v)a) + (—((c+d)b)) —

(asociatividad +)
(asociatividad +)

(conmutatividad +)

(asociatividad +)
> (asociatividad +)

> (conmutatividad -)

+0 (inverso +)

= 040 (hipdtesis)
= 0 (neutro +)

Vale la misma nota que para la parte precedente sobre los pasos de conmutatividad. Pun-
taje: (0.3 ptos.) buen uso asociatividad, (0.3 ptos.) buen uso conmutatividad, (0.3 ptos.)
buen uso inverso (0.3 ptos.) buen uso neutro, (-0.1 pto.) por cada paso de asociatividad
omitido, (0.3 ptos.) buen uso distributividad, (1 pto.) buen uso de hipdtesis y eventual-
mente parte (i) habiendo precisado que el inverso es unico.

Otra forma de resolver es demostrar que

(a+b)d = (c+d)b



usando la hipétesis. En efecto

(a+b)d = (ad)+ (bd) (distributividad)

((ad) +0) + (bd) (neutro +)

((ad) + ((=(cb)) + (cb))) + (bd)  (inverso +)

= (((ad) 4+ (—(cb))) + (cb)) + (bd) (asociatividad +)
((ad) + (—(cb)) + ((cb) + (bd)) (asociatividad +)
0 ) + (bd))  (hipdtesis)

(bd) (neutro)

(db) (conmutatividad -)

c+d)b (distributividad)

y entonces

(o)) + (= (e ) ) = (e aw) + (= (tcam)) =0

por inverso +. El puntaje es similar que en el método anterior, sélo que aqui no es necesario
utilizar la parte (i) ni teoremas de unicidad.
(ii) (2 ptos.) Usando la definicién de médulo, separamos en casos:
oSiz>0yx>—2entonces x+ 2 =z + 2 lo que es cierto para todo x real de modo que
la interseccién es A; = {z > 0}. (0.4 ptos.)
oSiz<0yax>—2entonces £+ 2 = —z + 2 esto es 2z = 0 esto es z = 0 de modo que la
intersecciéon es As = (). (0.4 ptos.)

o Siz >0y z< —2la interseccién es A3 = (. (0.4 ptos.)
oSiz<0yz< -—2entonces —z —2 = —x + 2 esto es —2 = 2 de modo que la intersecciéon
es Ay = 0. (0.4 ptos.)
La solucién es pues A; U Ay U A3 U Ay = {z > 0}. (0.4 ptos.)
Otra manera de resolver es la siguiente, pero usa propiedades del médulo mas que la definicién

misma de médulo, por lo que tiene menos puntaje (1 pto.), a menos que se prueben usando la
definicién de médulo las propiedades que se indican entre paréntesis (1 pto.).

Sabemos que a? = b? < a = b siempre que a > 0 y b > 0. Entonces:

lz+2|=z|+2 & |z+2*=(z+2)* (pues|z+2/>0y |z|+2>0)
& (z4+2)? =z +2z|+4 (porque |z|> = 2?)
& 2?44z +4=|z)> +2/z| +4 (cuadrado de binomio)
& 2’ +4r+4=12%+2z[+4 (denuevo |z]? = 2?)
&z =|z| (simplificando)
& >0 (Jz|=2ssiz>0).

P2.- (i) (3 ptos.) Dada la constante a > 0, encuentre el conjunto solucién de la inecuacién
72 — a?

——5 < a.
22 + a?

Indicacién: exprese la solucién en funcién de los valores que puede tomar la constante a.
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(ii) (3 ptos.) Sea A el conjunto solucin de la inecuacién |z| < |z — 1| y sea B el conjunto solucién
de la inecuacién |4z — 2| > z(1 — 2x).
o Resuelva las inecuaciones, esto es, determine A y B.
o Calcule AUB, AN B.
o Indique si existe acotamiento superior e inferior, maximo, minimo, supremo e infimo de
estos 4 conjuntos, esto es, complete la tabla siguiente (puede usar el simbolo A si alguna
entrada en la tabla no existe):

’

cjto. | expresion en intervalos | cota sup. | cota inf. | mdx. | min. | sup. | inf.
A

B
AUB
ANB

Pauta.- (i) (3 ptos.) Resolviendo:

z% — a?
$2+a2<a
2% —a?
= m—a<0
22 —a® —ax? —dd
& 5 5 <0
r‘+a
o 22-d?—ar?—a? <0
& (1-a)z?-d*(14+4a) <0

(1—a)z? <a’(1+a)

i3

Hasta aqui (0.6 pto.) Separemos ahora por casos:

o Sia < 1 entonces queda

2
x2<a(1+a)
1-a
2(1
& |z < a’(1 +a)
1—a
21 2
- _ [a?( +a)<$< [a?(1+ a)
1—a 1—a
o Si a > 1 entonces queda
2
1
$2>a( +a)
l1-a

2

Como el lado derecho de la desigualdad es negativo y = > 0, el conjunto solucién es

R. La solucién {x > M} U {x < - M} es incorrecta, pues las cantidades

a a
subradicales son negativas.
o Sia =1 entonces queda 1(1 4+ 1) > 0 lo que es cierto para todo real, esto es el conjunto
solucion en este caso es R.

Puntaje por cada caso (0.8 pto.)
(ii) (3 ptos.)

11



|z <[z —1]
& —lz—1<z y z<]|z—1
S (z—-1>—2 o z—1<z) y (z<z—-1 o —zxz>z-1)

1 1
& (:vz o —1§0> y (03—1 o] 3:35)

|4z — 2| > z(1 — 2x)
dr —2>x(1—-2z) o 4r—2< —z(1l-21)
202 +32—-2>0 o0 222 —5x+2>0

o 2(x+2)(:1;—%)>0 0 2(x—2)(x—%)>0

T ¢

o AUB:]—OO,%[

o ANB: R
o Tabla:
cjto. | expresion en intervalos | cota sup. | cota inf. | mdx. | min. | sup. | inf.
A —0Q, %_ do Z % ﬁ % ﬁ % ﬁ
B | |-00,5| U |5,+00] 7 7 7 2 2|7
AUB R 7 7 7 2 2| 7
ANB ]—oo, %[ Jo> % A A il % il

Puntaje: (0.8 pto.) encontrar A, (0.8 pto.) encontrar B, (0.4 pto.) encontrar AUB y ANB,
(1 pto.) llenar la tabla correctamente segin los resultados. Es importante corregir AUB, AN
B y la tabla de acuerdo a los resultados del alumno, esto es, si cometié un error en resolver
las desigualdades esto le resta puntaje en esa parte, pero si luego estableci6 correctamente
la unién o interseccién o completé la tabla de manera coherente a sus errores, la parte
correspondiente estd correcta. Basta mencionar que las cotas superiores o inferiores existen
0 no, no importa si no se especifica una.

P3.- (i) Considere el conjunto A definido por

1
A=< —talesquen,meNyn#m
|n — m)|

(a) (1.5 ptos.) Pruebe que 1 es el méximo de A.
(b) (1.5 ptos.) Pruebe que 0 es el infimo de A. Indicacin: use la Propiedad Arquimediana.
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(ii) Considere la circunferencia de ecuacin z? + y?> = R?, R > 0. Denotamos por O al origen del
sistema de coordenadas.

(a)
(b)
(c)

Pauta.- (i) (a)

(b)

(ii) (a)
(b)
(c)

(1 pto.) Si P es un punto de la circunferencia de coordenadas (zg, yo), o # 0, encuentre la
ecuacién de la recta L que pasa por P y es perpendicular al trazo OP.

(1 pto.) Calcule las coordenadas del punto ) donde la recta L intersecta al eje OX en
funcién de zy y de R.

(1 pto.) Encuentre la ecuacién de la elipse centrada en O que tiene por directriz a la recta
vertical por @ y por foco al punto de coordenadas (xg,0).

(1.5 ptos.)

o 1 es cota superiorde Ayaquen#m=|n—m|>1= e < 1. (1 pto.) (Nota: no
es necesario justificar rigurosamente que la distancia entre dos naturales distintos es a
lo menos 1, aunque algunas secciones demostraron esta propiedad por induccién).

o 1 € A ya que por ejemplo 1 = ﬁ (0.2 ptos.)

o Conclusién: 1 es el maximo de A. (0.3 ptos.) por la definicién de maximo.

(1.5 ptos.)
¢ 0 es cota inferior de A ya quen #m = |[n—m| > 0= =] m‘ > 0. (0.2 ptos.)

¢ Si hubiera una cota inferior ¢ > 0 de A, entonces, tomando m = 1 fijo, de la propiedad
arquimediana 3In suficientemente grande tal que ﬁ < € con ﬁ € Ay por lo tanto
€ no puede ser cota inferior. (1 pto.)

¢ Conclusién: 0 es el infimo de A. (0.3 ptos.) por la definicién de infimo.

(1 pto.) La pendiente del segmento OP es /7o, entonces la ecuacién de la recta pedida
es L:y—1yo = —zo/yo(T — o).

(1 pto.) Para hallar Q = (z¢,0) basta resolver —yo = —zo/yo(zg — z0) de donde zg =
yo + o = il = R?/xy, esto es Q = (R?/x0,0).

o
(1 pto.) Busquemos la elipse:

Si e es la excentricidad de la elipse entonces ae = zg (foco) y a/e = R?/zq (directriz), de
donde multiplicando: a? = R?, como buscamos a > 0 entonces a = Ry asf e = z¢/R. Por
otro lado b* = a?(1 — €?) de donde b = y/R? — zZ. También se puede hacer este problemas
utilizando la relacién b2 + ¢2 = a? donde (c,0) es un foco.

Nota (sin puntaje): la elipse queda inscrita entre la circunferencia y las rectas y = +yq.

4. Problemas Resueltos

P1.- En la elipse de semiejes a > 0, b > 0 centrada en el origen O, el punto (a, ), con 0 < a < a,
0 < B < b es un punto cualquiera de la elipse en el primer cuadrante y el punto (v,d), con
—a < v <0, =b < d < 0 es un punto cualquiera de la elipse en el tercer cuadrante. El ob-
jetivo de esta pregunta es demostrar que el segmento que une P, con P, contiene al origen.
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(1)
(ii)
(iii)
(iv)

Solucién (i)

(ii)

(iii)

(a,p)

(v:9)

—b

Si P = (z1,y1), P = (z2,y2), de la figura es claro que z; # x3, 1 # 0 y o # 0. Demuestre
que 0e€ PP, si % %,

T To

Determine cuidadosamente las ecuaciones de las cuatro rectas que definen Py y Ps.

Suponiendo conocidos a, 3, 7, J, determine las coordenadas de P; y de P;.

Utilizando que («, ), (7,0) estin en la elipse, pruebe que 0 € P Ps.

La recta que pasa por P, y P» tiene por ecuacién y — y; = %(x — x1) pues z1 # zo. Para
3 3 _ Y2—y1 ?
que el origen pertenezca a la recta, es necesario que 0 —y; = M(O —11), esto es, bastaria que

y1(zo —z1) = z1(y2 — Y1), esto es zoy1 — 1 y2 = 0 lo que es equivalente a g—i - Z—i =0siz; #0

vy 2 # 0. Es importante mencionar que el orden l4gico es Z—ll — Z—z =0=>2y1 —21Y2=0=

yl(xg - !El) = :El(yg - yl) =0—y = %(O - :El) = 0e€ P Db
Si L; es la recta que pasa por (o, 8) y (—a,0), Ly es la recta que pasa por (o, ) y (0,—b), L3
es la recta que pasa por (v,d) y (a,0), Ly es la recta que pasa por (v, d) y (0,b), entonces

B B+b
Li: y= Lo: y=——x—0b
1: ¥y a+a(m+a) 2: o

) d—b
Ly: y= (z —a) Ly: y= z+b

Y—a Y

Nota: un error en estas ecuaciones accarrea errores en toda la pregunta, por eso se dice en
el enunciado “determine cuidadosamente”. En el caso de error, el alumno podra atn resolver
consecuentemente (iii) pero no (iv).

P, = LN Ly, P, = Lo N Ls, resolviendo los sistemas se obtiene:

B bla+a) — Pa B
T eraG-h VT ara ™t
B —b(y —a) + da 0
e By AT I yz—v_a(m—a)

Notas: 1.- 1a simetria del problema se traduce en la simetria de las expresiones si se intercambia
a por —a, b por —b, a por v y B por §. El alumno puede usar este argumento para deducir zs,
y2 a partir de z1, y; o para deducir L3, Ly a partir de Ly, Lo en la parte (ii). 2.- Si el alumno
cometié errores en las ecuaciones de las rectas en (ii) y el cdlculo de P; y P reviste la misma
dificultad, dar todo el puntaje si las coordenadas se calcularon bien en funcién del error. 3.- Note
que se expresd Y1, Y2 en funcién de z1, z9. Esto es una practica usual para evitar expresiones
muy largas y es correcta, siempre que la sustitucién sea trivial y no signifique mayores cdlculos.
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(iv) Usaremos el resultado de (i). Para ello desarrollamos:

2ot (o)
1 wg_a-i-a T Y—a xo

__h <1+g7ﬁ—(a+a)(5—b)>_ § (1_ga5—(7—a)(ﬂ+b)>

- a+ta v blat+a)-Pa v —a a —bly—a)+da

B ybla+a) —yBa+ yBa —ala+a)(d —b)

y(a+ a) bla+a) — fa
6 —ably —a)+ada —ada+a(y —a)(B+D)
aly —a) —b(y —a) + da

Bab—a(0—-b) & —ab+a(B+D)

v bla+a)—Pa o —bly—a)+da
—af(yb — da + ab)(yb — da — ab) + vé(—ab + Ba + ab)(—ab + fa — ab)

%
B —afB(y?b? + 6%2a% — 20yab — a?b?) + v6(a?b? + B2a® — 2aBab — a?b?)
N %
—afB(y2b? + 6%a% — a?b?) — y0(a2b? + B2a? — a?b?)

%
=0

El dltimo paso usa que (a, ), (7, 0) estan en la elipse.

P2.- (i) Usando exclusivamente los axiomas de los reales y menciondndolos claramente cada vez que
los use, demuestre que:
a€R, a-a=0 = a=0.

(Si usa alguna otra propiedad, deberd demostrarla indicando los axiomas que use.)

(ii) Usando propiedades elementales de los reales demostradas en clases, demuestre que si z, y, w, z €
R, w # 0, z # 0, entonces:

(zw+y2)? = (2 + )W +2%) = INERtq z=Iw, y= Az
(iii) Usando propiedades elementales de los reales vistas en clases, demuestre que:
Va,beR  a’b+ab® <a' 40"

! sin antes suponer que a # 0.

se obtiene:

Solucién (i) La primera pregunta es delicada ya que no se puede invocar a~
Supongamos a # 0 entonces, multiplicando la igualdad por a~!

ara = 0 /-a”'  (Ax. inverso mult.)
(@a-a)-at = 0-a"! (Def. suma)
a-(a-a') = 0-a! (Ax. asociatividad mult.)
a-1 = 0-a”' (Ax. inverso mult.)
a = 0-a~! (Ax. neutro mult.)
a = 0

lo cual lleva a una contradicciéon. En el ltimo paso usamos Vx € R, z -0 = 0, asi es que lo
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demostramos:

(z-040)+0 (Ax. neutro suma)

(-04+(z-04+—(z-0)))+0 (Ax. opuesto suma)

= ((z-0+z2-0)+—(z-0))+0 (Ax. asociatividad suma.)
(z-(0+0)+—(z-0))+0 (Ax. distributividad)
(z-04+ —(z-0))+0 (Ax. neutro suma)

= 040 (Ax. opuesto suma)

= 0 (Ax. neutro suma)

Otras demostraciones, por ejemplo partiendo de z - (0 + 0) = z - 0 + 0 y luego cancelando
son vilidas, siempre que la cancelacién se demuestre o se desglose en axiomas. Otra forma de
demostrar sin pasar por esta propiedad es:

a-a 0 / +a
(a-a)+a = 0+4a (Def. suma)
(a-a)+a = a (Ax neutro suma)
(a-a)+(a-1) = a (Ax. neutro mult.)
a-(a+1) = a (Ax. distributividad)
= (Unicidad neutro mult.)
a+1l =1 /+ -1
(a+1)+ -1 = 14 -1 (Def. suma)
a+(1+-1) = 14 -1 (Ax. asociatividad suma)
a+0 = 0 (Ax.opuesto suma)
a = 0 (Ax. neutro suma)

pero en este caso habria que demostrar que el neutro multiplicativo 1 es tinico, ya que esto es
consecuencia de los axiomas.

ii) Sean z,y,z,w € R, desarrollando ambos términos:
Y

(zw +yz)? = (w2 —I— yQ)(w2 + 2%)
2w2+2xwyz+y2z2 = z2w?+ 2222 +yw +y222
2rwyz = z22° + yiw?
De donde
(zz — yw)? = 0 y eso implica zz = yw. (1)

Ahora, si z # 0 entonces z = Yw, y si w # 0 entonces y = Z z, entonces basta tomar A = ¥ = Z.
(iii) Hay por lo menos dos formas de resolver. Una es desarrollar (a — b)* y otra es factorizar el lado
izquierdo por ab. Pero ambas usan la desigualdad 2ab < a? 4 b? que no es necesario demostrar.
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Por ejemplo la segunda opcién de demostracién usa esta propiedad dos veces:

a*b+ab® = ab(a® + b?)
1
5+ )

1
§(a4 + 2a%b? + b*)

1
§(a4 + ) + a?b?

1 1
5((14 + b4 + 5((14 +b%)

= (a4 + b4).

Il IA

IA

P3.- (i) Resuelva la inecuacion:

|z — 2| + |22 + 11 <1
(x—=2) |lz+]z—2|| 2

(ii) Sea b un nimero real y definamos el conjunto
A ={z € R tales que (Ve >0) =z <b+¢e}.

Pruebe que A es acotado superiormente y que tiene un supremo. Demuestre ademds que sup A =
b ;Tiene A un maximo? Justifique claramente todas sus respuestas.

Solucién (i) El signo del denominador sugiere separar en dos casos. Las soluciones respectivas son los con-
juntos Sp y So.
Caso 1: > 2 (y por ende 22+ 11 > 0 y 2z — 2 > 0), queda

r—24+2zx+11 1
(z—2)|z+2z -2 2
3r+9 1
@-2@2r-2) ° 2
23z 4+9) < (z—2)(2z-2)
6z+18 < 222 —2z —4z+4
222 —12¢—14 > 0
2Z2—6z—-7 > 0
(z+1)(z—7) > 0,

de donde tenemos
S1 = (] =00, —1[U]7,400[) N]2, +00[=]T7, +00].

Caso 2: < 2 queda:

-z + 2+ |2z + 11| < 1
(x —2)|z —z+2| 2
—r4+2+ 20411 > z-2

2z + 11| > 2z —4,

de donde 2z +11 >2zx —402x+11 < —2x +4 estoes 11 > -4 0z < —7/4, o0 sea

Sy =RN] — 00,2[=] — 00,2[.
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Finalmente
S = 51 U SQ :] - OO,2[U]7, -|-OO[.

Nota: se puede también restar 1/2 de ambos lados de la desigualdad y sumando llegar a una
expresién del tipo p/q < 0, lo cual conduce a un andlisis similar al presentado aqui.

(ii) o A acotado: en efecto tomando € = 1, (Vz € A) z < b+ 1. En realidad (Vz € A), z < b+ ¢,
para cualquier g9 > 0 fijo. Luego b + ¢¢ es cota superior de A para cualquier ¢g > 0 fijo y
entonces A es acotado superiormente.

o A no vacio: en efecto b € A pues (Ve >0) b<b+e.

o A tiene supremo: como A es un suconjunto de R no vacio y acotado superiormente el
axioma del supremo asegura la existencia de S € R tal que S = sup A.

o S > b: en efecto, esto es porque b € A y S es cota superior de A, luego b < S.

o § < b: por contradiccion. Si fuera S > b entonces S—b > 0 y de la propiedad arquimediana
dn € N tal que S —b > 1/n, esto es S > b+ 1/n. Pero b+ 1/n es cota superior de A y
seria estrictamente mas pequena que el supremo, lo que lleva a una contradiccién.

o max A: como sup A = b pertenece a A, entonces A tiene maximo y max A = b.
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