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❘✳ ❋✐$❝❤❡(✱ ❈❊❆ ❈✉($♦ ❞❡ ❊❝♦♥♦♠2❛ ■♥❞✉$5(✐❛❧✿ ▲✐❝✐5❛❝✐♦♥❡$ ◆♦✈✐❡♠❜(❡ ✷✵✶✸ ✽ ✴ ✸✵



❊!✉✐✈❛❧❡♥❝✐❛ ❞❡ ❧✐❝✐+❛❝✐♦♥❡-✱ ❝❛-♦ ❣❡♥❡0❛❧

 !♦♣♦$✐❝✐'♥

❙✉♣♦♥❣❛♠♦( ❥✉❣❛❞♦+❡( ♥❡✉-+❛❧❡( ❛❧ +✐❡(❣♦✱ ❝♦♥ ✈❛❧♦+❛❝✐♦♥❡( ✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥-❡(

❡①-+❛4❞❛( ❞❡ ✉♥❛ ❞✐(-+✐❜✉❝✐6♥ ❝♦♠7♥ (✐♥ 8-♦♠♦(✳ ❚♦❞♦ ♠❡❝❛♥✐(♠♦ ❞❡ ❧✐❝✐-❛❝✐♦♥❡(

;✉❡ (❛-✐(❢❛❝❡✿

✐

❊❧ ♦❜❥❡-♦ ❧♦ +❡❝✐❜❡ ❡❧ ♣❛+-✐❝✐♣❛♥-❡ ❝♦♥ ❧❛ ♠❛②♦+ ✈❛❧♦+❛❝✐6♥✱

✐✐

❊❧ ❧✐❝✐-❛♥-❡ ❝♦♥ ❧❛ ♠❡♥♦+ (❡@❛❧ ♣♦(✐❜❧❡ +❡❝✐❜❡ ✉♥ ❡①❝❡❞❡♥-❡ ❞❡ ❝❡+♦❀

❡♥-+❡❣❛ ❡❧ ♠✐(♠♦ ✈❛❧♦+ ❡(♣❡+❛❞♦ ♣♦+ ❡❧ ♦❜❥❡-♦✳

◆♦"❛✿ ❚♦❞❛' ❧♦' ♠❡❝❛♥✐'♠♦' ✉'✉❛❧❡' ❞❡ ❧✐❝✐"❛❝✐/♥ '❛"✐'❢❛❝❡♥ ❡'"❛' ♣2♦♣✐❡❞❛❞❡' ②

♣♦2 ❧♦ "❛♥"♦ '♦♥ equivalentes ✳

❘✳ ❋✐$❝❤❡(✱ ❈❊❆ ❈✉($♦ ❞❡ ❊❝♦♥♦♠2❛ ■♥❞✉$5(✐❛❧✿ ▲✐❝✐5❛❝✐♦♥❡$ ◆♦✈✐❡♠❜(❡ ✷✵✶✸ ✾ ✴ ✸✵



❉❡♠♦$%&❛❝✐*♥

vi ≃ F (v) : [v , v̄ ] −→ [✵, ✶], ✐✳✐✳❞✳

❊①❝❡❞❡♥*❡ ❞❡ ♠❡❝❛♥✐-♠♦ /✉❡ ❛-✐❣♥❛ ❡❧ ♦❜❥❡*♦ ❡- Si (v)✳

❙❡❛ Pi (v)✿ ♣8♦❜✳ 8❡❝✐❜✐8 ❡❧ ♦❜❥❡*♦ ❡♥ ❡/✉✐❧✐❜8✐♦✳

❊①❝❡❞❡♥*❡ ❡-♣❡8❛❞♦✿ Si (v) = vPi (v)− E (9❛❣♦ ❞❡❧ *✐♣♦ v ❞❡❧ ❥✉❣❛❞♦8 i)✳

Si (v) ≥ Si (v̄ | v) + (v − v̄)Pi (v̄) ✭✶✮

▲❛❞♦ ❞❡8❡❝❤♦✿ ❧♦ /✉❡ ♦❜*✐❡♥❡ ❡❧ ❛❣❡♥*❡ i ❞❡ *✐♣♦ v -✐ -❡ ❝♦♠♣♦8*❛ ❝♦♠♦ -✐ ❢✉❡8❛ ❞❡

*✐♣♦ v̄ ✳ ❍❛❝❡ ❧❛ ♠✐-♠❛ ♦❢❡8*❛ ② ❣❛♥❛ ❝♦♥ ❧❛ ♠✐-♠❛ ♣8♦❜✳ /✉❡ ✉♥ *✐♣♦ i ❝♦♥ v̄ ✳✶

❊♥ ✉♥ ❡/✉✐❧✐❜8✐♦ ❡- ♣8❡❢❡8✐❜❧❡ ❞❡❝✐8 ❧❛ ✈❡8❞❛❞✱ ♣♦8 ❡-♦ ❧❛ ❞❡-✐❣✉❛❧❞❛❞✳

✶Si (v̄ | v) = vPi (v̄)− E(!❛❣♦ %✐♣♦ v̄)✳
❘✳ ❋✐$❝❤❡(✱ ❈❊❆ ❈✉($♦ ❞❡ ❊❝♦♥♦♠2❛ ■♥❞✉$5(✐❛❧✿ ▲✐❝✐5❛❝✐♦♥❡$ ◆♦✈✐❡♠❜(❡ ✷✵✶✸ ✶✵ ✴ ✸✵



❈♦♥#✳ ✳ ✳

❯!✐❧✐③❛♥❞♦ ❧❛ ❞❡*✐❣✉❛❧❞❛❞ ❛♣❧✐❝❛❞❛ ❛ v̄ = v + dv✮✱

Si (v) ≥ Si (v + dv) + (−dv)Pi (v + dv),

Si (v + dv) ≥ Si (v) + (dv)Pi (v)

⇒ Pi (v + dv) ≥
Si (v + dv)− Si (v)

dv
≥ Pi (v)

⇒dv→✵

dSi

dv
= Pi (v)

■♥!❡❣2❛♥❞♦✿

Si (v) = Si (v) +

∫ v

v

Pi (x)dx

❘✳ ❋✐$❝❤❡(✱ ❈❊❆ ❈✉($♦ ❞❡ ❊❝♦♥♦♠2❛ ■♥❞✉$5(✐❛❧✿ ▲✐❝✐5❛❝✐♦♥❡$ ◆♦✈✐❡♠❜(❡ ✷✵✶✸ ✶✶ ✴ ✸✵



❈♦♥#✳ ✳ ✳

❙✉♣♦♥❣❛♠♦( ❞♦( ♠❡❝❛♥✐(♠♦(✿

▼✐(♠♦ Si (v)✳

▼✐(♠♦( Pi (v), ∀i , v ✳

⇒ ❚✐❡♥❡♥ ♠✐(♠❛ ❢✉♥❝✐2♥ ❞❡

❡①❝❡❞❡♥4❡ Si (v)✳

vv

Si (v)

Si (v)

v

Si (v)

Pi (v)

❘✳ ❋✐$❝❤❡(✱ ❈❊❆ ❈✉($♦ ❞❡ ❊❝♦♥♦♠2❛ ■♥❞✉$5(✐❛❧✿ ▲✐❝✐5❛❝✐♦♥❡$ ◆♦✈✐❡♠❜(❡ ✷✵✶✸ ✶✷ ✴ ✸✵



❈♦♥#✳ ✳ ✳

❉❛❞♦ $✉❡✿ Si (v) = vPi (v)− E ((❛❣♦ ❞❡❧ +✐♣♦ v ❞❡❧ ❥✉❣❛❞♦/ i)✱ ❛♠❜♦3 ♠❡❝❛♥✐3♠♦3
+✐❡♥❡♥ ❡❧ ♠✐3♠♦ ♣❛❣♦ ❡3♣❡/❛❞♦ ❛❧ 3✉❜❛3+❛❞♦/✳ ❚❡♦/❡♠❛ ■♥❣/❡3♦3 ❊$✉✐✈❛❧❡♥+❡3✳

❈♦♥3✐❞❡/❛♠♦3 3✉❜❛3+❛3 $✉❡✱ ❡♥ ❡❧ ❡$✉✐❧✐❜/✐♦✱ ❡♥+/❡❣❛♥ ❡❧ ♦❜❥❡+♦ ❛❧ ❛❣❡♥+❡ i ❝♦♥

♠❛②♦/ /❡❛❧✐③❛❝✐>♥ ❞❡ v ✭3✉❜❛3+❛3 ✉3✉❛❧❡3✮✳

❊♥ ❡3+❡ ❝❛3♦ Pi (v) = F (v)n−✶ ② ❛❞❡♠A3✱ ♥♦/♠❛❧♠❡♥+❡ ❡❧ ❛❣❡♥+❡ ❝♦♥ ❡❧ ♠❡♥♦/
✈❛❧♦/ ♣♦3✐❜❧❡ ♥♦ /❡❝✐❜❡ ♥❛❞❛✿ Si (v) = ✵✳

❚♦❞❛3 ❧❛3 3✉❜❛3+❛3 ✉3✉❛❧❡3 ❞❛♥ ❡❧ ♠✐3♠♦ ♣❛❣♦ ❡3♣❡/❛❞♦ ❞❡ ❝❛❞❛ ♣❛/+✐❝✐♣❛♥+❡ ② ❡❧

♠✐3♠♦ ✐♥❣/❡3♦ ♣❛/❛ ❡❧ 3✉❜❛3+❛❞♦/✳

❘✳ ❋✐$❝❤❡(✱ ❈❊❆ ❈✉($♦ ❞❡ ❊❝♦♥♦♠2❛ ■♥❞✉$5(✐❛❧✿ ▲✐❝✐5❛❝✐♦♥❡$ ◆♦✈✐❡♠❜(❡ ✷✵✶✸ ✶✸ ✴ ✸✵



❆♣❧✐❝❛❝✐&♥

❈♦♥ ✉♥❛ ❞✐'()✐❜✉❝✐,♥ ✉♥✐❢♦)♠❡ ❞❡ ✈❛❧♦)❛❝✐♦♥❡'✱ ❡❧ ✈❛❧♦) ❡'♣❡)❛❞♦ ❞❡❧ ❦✲6'✐♠♦ ✈❛❧♦)

✭❡♥()❡ m✮ ♠9' ❛❧(♦ ❡' v̄(m+ ✶− k)/(m+ ✶)✳

❙✉❜❛'(❛ ❞❡ '❡❣✉♥❞♦ ♣)❡❝✐♦✱ ❡'()❛(❡❣✐❛ ❞♦♠✐♥❛♥(❡ ❞❡ i ❡' '✉ ✈❛❧♦)❛❝✐,♥✱ ❣❛♥❛

✈❛❧♦)❛❝✐,♥ ♠9' ❛❧(❛✱ ♣❛❣❛ ❧❛ '❡❣✉♥❞❛ ✈❛❧♦)❛❝✐,♥✳

>)♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ '❛❧✐) ❣❛♥❛❞♦) ❝♦♥ ✈❛❧♦)❛❝✐,♥ vi ❡' ❧❛ ♣)♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ (❡♥❡) ❡❧ ✈❛❧♦)

♠9' ❛❧(♦✱ ✐✳❡✳✱ ?✉❡ (♦❞♦' ❧♦' ❞❡♠9' (❡♥❣❛♥ ✈❛❧♦)❡' ♠9' ❜❛❥♦'✿ F n−✶(vi ) = vn−✶
i

✳

>❛❣♦ ❡'♣❡)❛❞♦ ❞❡ i ❡' ❡❧ ✈❛❧♦) ♠9' ❛❧(♦ ❡♥()❡ ❧♦' m = n − ✶ ❥✉❣❛❞♦)❡' )❡'(❛♥(❡'✱

❝❛❞❛ ✉♥♦ ❝♦♥ ❞✐'()✐❜✉❝✐,♥ ✉♥✐❢♦)♠❡ ❡♥ [✵, vi ]✳

❯'❛♥❞♦ ❧❛ ♣)✐♠❡)❛ ❡①♣)❡'✐,♥ ❝♦♥ k = ✶✱ ❡❧ ✈❛❧♦) ❡'♣❡)❛❞♦ ❞❡ ❧❛ '✉❜❛'(❛ ❡' ❧❛

♣)♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ♦❝✉))❡♥❝✐❛ ❞❡ vi ✱ ✭v
n−✶
i

✮✱ ♣♦) (n − ✶)vi /n⇒

(n − ✶)

n
vn
i
.

❘✳ ❋✐$❝❤❡(✱ ❈❊❆ ❈✉($♦ ❞❡ ❊❝♦♥♦♠2❛ ■♥❞✉$5(✐❛❧✿ ▲✐❝✐5❛❝✐♦♥❡$ ◆♦✈✐❡♠❜(❡ ✷✵✶✸ ✶✹ ✴ ✸✵



❙✉❜❛$%❛ ❞❡ ♣)✐♠❡) ♣)❡❝✐♦ ② ♦%)❛$

❊♥ ❡❧ ❝❛&♦ ❞❡ &✉❜❛&+❛ ❞❡ ♣-✐♠❡- ♣-❡❝✐♦✱ &✐ ❧❛ ❢✉♥❝✐2♥ ❞❡ ♣♦&+✉-❛ ❡& b∗(vi )✱ ❡❧
❣❛♥❛❞♦- ❡& ❡❧ 4✉❡ +✐❡♥❡ ❧ ♠❛②♦- ✈❛❧♦-❛❝✐2♥✳

8❛❣♦ ❡&♣❡-❛❞♦ ❡& b∗(vi )v
n−✶
i

= (n − ✶)vi /n ✭♣♦# ❚❊&■✮✱ ❞❡ ❞♦♥❞❡ -❡ ♦❜/✐❡♥❡

❞✐#❡❝/❛♠❡♥/❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐7♥ ❞❡ ♣♦-/✉#❛✿

b∗(vi ) =
n − ✶

n
vi

❘✳ ❋✐$❝❤❡(✱ ❈❊❆ ❈✉($♦ ❞❡ ❊❝♦♥♦♠2❛ ■♥❞✉$5(✐❛❧✿ ▲✐❝✐5❛❝✐♦♥❡$ ◆♦✈✐❡♠❜(❡ ✷✵✶✸ ✶✺ ✴ ✸✵



❊❧ ♣#♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧✉,✐.♥

▲❛ ❝♦❧✉&✐(♥ ♣✉❡❞❡ ❞❡❜❡.&❡ ❛ ❧❛ ✐/❡.❛❝✐(♥ ❞❡❧ ❥✉❡❣♦ ✭✈❡. &❡❝❝✐(♥ &✉♣❡.❥✉❡❣♦&✮✱ ♦ ❛

❝❛.❛❝/❡.6&/✐❝❛& ❞❡❧ ♠8/♦❞♦✳

❊❧ ❣.❛♥ ♣.♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❧❛& ❧✐❝✐/❛❝✐♦♥❡& ✭♦ .❡♠❛/❡&✮ ❡& ❡✈✐/❛. ;✉❡ ❧♦& ♣❛./✐❝✐♣❛♥/❡& &❡

♣♦♥❣❛♥ ❞❡ ❛❝✉❡.❞♦✳

❊♥ ❧❛& ❧✐❝✐/❛❝✐♦♥❡& ❞❡ ❢.❡❝✉❡♥❝✐❛ ❡♥ ❊❊✳❯❯✳✱ ❛❧❣✉♥❛& ✜.♠❛& ♦❢.❡❝6❛♥ ♣.❡❝✐♦& ❞❡❧

/✐♣♦ ✩✶✼✵✳✷✶✹✱ ❝♦♥ ❡❧ ;✉❡ ✐♥❞✐❝❛❜❛♥ &✉ ✐♥/❡.8& ❡♥ ❡❧ ❧♦/❡ ✩✷✶✹✳

❘✳ ❋✐$❝❤❡(✱ ❈❊❆ ❈✉($♦ ❞❡ ❊❝♦♥♦♠2❛ ■♥❞✉$5(✐❛❧✿ ▲✐❝✐5❛❝✐♦♥❡$ ◆♦✈✐❡♠❜(❡ ✷✵✶✸ ✶✻ ✴ ✸✵



❘❡"✐"$❡♥❝✐❛ ❛ ❧❛ ❝♦❧✉"✐+♥ ❞❡ ❧♦" ♠.$♦❞♦"

❊❥❡♠♣❧♦

N = ✺, v
✶

= ✹✵, v
✷

= ✼✵, v
✸

= ✶✵✵, v
✹

= ✶✹✵, v
✺

= ✶✼✵.

❙✐♥ ❝♦❧✉,✐-♥✱ ❡♥ 0❡♠❛3❡ ✐♥❣❧5,✱ ❣❛♥❛ ✺ ② ♣❛❣❛ ✶✹✵✳

❙✐ ✸✱ ✹✱ ✺ ,❡ ♣♦♥❡♥ ❞❡ ❛❝✉❡0❞♦ ♣❛0❛ ;✉❡ ✺ ♦❢0❡③❝❛ ✶✼✵✱ ❧♦, ❞❡♠>, ✼✵✱ ❣❡♥❡0❛♥
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