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Definiciones Basicas

i Qué es Simulacion

@ Representacion de un sistema en un computador.
@ Intenta emular el funcionamiento de un sistema.

@ Usado para evaluar numéricamente el comportamiento de
sistemas bajo ciertas condiciones.
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Definiciones Basicas

i Qué es un Sistema?

Definicion

Un Sistema es un conjunto de entidades (por ejemplo
mdquinas o personas), que interactian para lograr algin fin
l6gico.

Estado

Es un conjunto de variables que describen un sistema en un
tiempo particular.
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Definiciones Basicas

Ejemplo:

Atencidn de clientes en un Banco
@ El sistema puede ser el conjunto de clientes, cajeros,
colas, y procedimientos predefinidos (FIFO, etc.) que
describen la operacion.
@ Las variables de estado en este caso son el nimero de
clientes en cada cola, el niimero de cajeros, y el estado de
cada cajero (ocupado/desocupado).,
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Tipos de Simulacién y Sistemas

Sistemas Discretos y Continuos

Sistema Discreto

Un Sistema se dice Discreto si sus variables de estado cambian
sus valores en un conjunto numerable de instantes de tiempo
(Ej.: sistemas de colas).

Sistema Continuo

Un Sistema se dice continuo si sus variables de estado
cambian continuamente en el tiempo (Ej.: El sistema solar).
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Tipos de Simulacién y Sistemas

Sistemas Dinamicos y Estaticos

Sistema Estdtico

Un Sistema se dice estdtico si el tiempo en el no juega ningin
rol (Ej.: Simulaciones tipo montecarlo, estimar 7).

Sistemas Dindmicos

Un Sistema se dice dinamico si este evoluciona a medida que
el tiempo pasa.
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Tipos de Simulacién y Sistemas

Sistemas Deterministicos y Estocasticos

Sistema Deterministico

Un Sistema se dice determinista si su evolucién temporal esta
definida completamente por las condiciones iniciales del mismo
(Ej.: Sistema de ecuaciones diferenciales).

Sistema Estocastico

Un Sistema se dice estocdstico si tiene componentes descritos
en términos probabilisticos, o donde existe incertidumbre en la
entrada o en el proceso mismo del sistema (Ej.: Sistema de
colas en un banco).
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iCémo estudiamos Sistemas?

Formas de estudiar un Sistema

Experimentar Experimentar
con  sistema con modelo
real del sistema
Modelo Modelo
Fisico Matematico
Solucidn : =
" | Simulacién
Analitica
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Algunas Definiciones

Simulacidn de eventos discretos

@ Se asume modelo dindmico que cambia variables de
estado una cantidad numerable de veces.

@ Un evento es un acontecimiento instantaneo que puede
cambiar el estado del sistema.
@ Ejemplo M/M/1:
@ Variables de estado son largo de cola (tiempo de
llegada?), y estado del servidor.
o Dado lo anterior, existen esencialmente dos tipos de
eventos: llegada de clientes, y salida de clientes.

@ En general, podriamos considerar eventos que no cambian
las variables de estado de un sistema:
o Un evento que marca el fin de la simulacién.
o Cambio en las reglas de operacién del sistema.
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Manejando el tiempo

Mecanismos de avance de tiempo:

@ Necesitamos conocer el tiempo simulado.
@ Tiempo interno del sistema se llama reloj de simulacion.

Incremento Fijo

Se asume que los eventos ocurren en el conjunto
Tsim € {to, to + A, to +2A, ...}

Avanzar al siguiente evento
Asume que los eventos pueden ocurrir en cualquier momento
(Tsim € R), pero relacionados a un evento (|| Tsim|| < Ny).
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@ Variables de Estado: Conjunto de variables de estado que
describen el sistema en algin momento.

@ Reloj de simulacién: Variable que guarda el tiempo en el
sistema.

o Lista de eventos: Lista (parcial) de eventos a realizarse en
el futuro.

@ Contadores Estadisticos: Variables que guardan los
indicadores relevantes del sistema.

@ Inicializacién: Subrutina que inicializa modelo en t,.

@ Seleccion de evento: Subrutina que determina siguiente
evento a realizarse.
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Rutinas de evento: Subrutina que actualiza el sistema
cuando un evento ocurre.

Rutinas Auxiliares: Generacidn de variables aleatorias, etc.

@ Generador de Reporte: Subrutina que computa

estimadores de las medidas de desempeno del sistema
(baséndose en los contadores estadisticos) cuando la
simulacién termina.

Programa Principal: Programa que primero lee
parametros de entrada, inicializa el sistema, y después
llama a la rutina de seleccién de eventos hasta el término
de la simulacidn, y finalmente llama a la rutina de reporte.
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Componentes de la simulacién a eventos discreto

Flujo de un programa Tipico de Simulacién

Rutina Inicializacién H

Programa Principal

Seleccién de Evento
% ol ol tem = G 1: Llamar rutina inicializacién.
: relo) simufacio o 1 2: repeat 3 1: Determinar siguiente even-
2: Inicializar variables estado y . ” >
P 3:  Llamar rutina seleccién de evento. < to
contadores estadisticos. > . N < a q o
L . 4 Llamar rutina de evento /. i 2: Avanzar reloj de simulacién
3: Inicializar lista de eventos. o Iy P
5: until Condicién de término
4
Rutina Evento i
1: Actualizar variables de estado. Rutinas de Librerias
2: Actualizar contadores estadisticos. ‘Generacién de variables aleato-
3: Generar eventos futuros y agregarlos a la lista ‘rias
de eventos.

1: Computar estimadores de rendimiento
2: escribir reporte

Dpto. Ingen



Contenidos Introduccién Eventos discretos Modelac 2ntacion Analizando Resultados Otros temas
OC ®00000 6 © )

Programando Simulaciones

i Por que escribir software de simulacion?

@ Conocer como funcionan internamente todos los
softwares de simulacién ayuda a evitar errores
conceptuales en su uso.

@ En simulaciones complejas muchas veces es necesario
programar algunas partes de la simulacién para
interactuar con softwares comerciales.

@ Lenguajes de programacién generales estan siempre
disponibles, y son de bajo costo.

@ Muchas simulaciones comerciales aun se programan en
lenguajes generales.
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Programando Simulaciones

Generando Variables Aleatoreas:

@ En general asumiremos que existe un generador de
numeros pseudo-aleatoreos f() uniforme (0,1).

@ Dada una distribuicién acumulada F(x) = P(X < x),
generaremos un valor aleatoreo usando la férmula
x = F7(f())

@ Cuidado con funciones aleatoreas por defecto, en general
de mala calidad.

@ ;Cudando funciona?

o Si F es estrictamente creciente.
o Con cuidado podemos hacerlo si F es discreta, o si tiene
saltos
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Programando Simulaciones

Simulacién de un M/M/1

Eventos
@ Llegada de un Cliente F(x) =1 — e P
@ Cliente Termina de ser atendido F(x) =1 — e 7.
@ Cliente Comienza a ser atendido? |
Grafo de Eventos
Llegada Salida J\A/\/?‘
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Programando Simulaciones

Logica llegada de cliente

Guardar tiempo
Generar préxima Saitilen Si Guardar Cliente llegada del
llegada —> Qarpedlst — > en Cola del cliente,
. servidor actualizar

estadisticas

Evento
Llegada

No Fin
Subrutina

Generar evento
de salida para
cliente

Atraso cliente =
0, actualizar
estadisticas

Setear servidor
como ocupado
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Programando Simulaciones

| ogica salida de cliente

Setear servidor .
Cola serv Actualizar
. como L.
dor vacia? estadisticas
desocupado
Evento No Fin
Salida Subrutina
Obtener Actualizar atraso
- . R Generar evento
siguiente cliente para este cliente, .
o " de salida para
en cola, eliminar actualizar otras "
. . este cliente
cliente de la cola estadisticas
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Programando Simul

Evaluando politica de inventario

@ Consideremos una politica de inventario (S, s) de revisién
mensual, con costos por mantener items en bodega y
back-orders.

@ Demandas espaciadas iid ~ exp(0,1), cantidades
{1,2,3,4} con probabilidades {1/6,1/3,1/3,1/6}.

@ Cuando una orden se coloca, el tiempo de llegada es
distribuido como U[1/2,1], y el costo es funcién de la
cantidad demandada.
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Pasos de un buen estudio de simulacién

Vista General

No
Formular el P
blema i Supuestos Si | rogramar
pro M &up) —>I simulacién y
planear el validos?
N debugear
estudio

i Modelo
programado
valido?

Documentar, -
resentar, y usar buellEr o
R nY datos de salida

los resultados

Hacer corridas fi- Disefiar  experi-
nales mentos
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Pasos de un buen estudio de simulacién

Formular el problema y planear estudio

@ Problema presentado por una unidad.
o Problema puede estar mal definido, o en términos
cualitativos.
o Proceso lterativo es necesario
@ Varias reuniones con director proyecto, experto de
simulacién, experto en el sistema.
o Definir objetivos del estudio.
Definir preguntas especificas a repsonder.
o Definir medidas numércias para comparar diferentes
configuraciones.
o Alcance del modelo.
o Diferentes configuraciones a probar.
o Tiempo del estudio y recursos necesarios.

@ Seleccionar el software a usar.
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Pasos de un buen estudio de simulacién

Recoger Datos del Sistema

@ Recoger informacién sobre estructura y reglas de
operacién del sistema.
o Ningun individuo es suficiente.
o Personas con conocimiento equivocado del sistema
(buscar expertos reales).
o Procedimientos pueden no estar formalizados.
@ Recoger datos para definir parametros del sistema y
distribuciones de entrada.

@ Formalizar informacién anterior en un documento de
supuestos.

@ Recoger datos sobre el desempeio del sistema real.

Dpto. Ingenieria Industrial, Universidad de Chile Simulacién



Contenidos i0 > iscre Modelacién Implementaciéon
© 000®00000000000

Pasos de un buen estudio de simulacién

Recoger Datos del Sistema

@ Escoger nivel de detalle del sistema.

o Objetivos del proyecto.

o Meétircas a utilizar.

Datos disponibles.

Problemas de credibilidad.

Opinion de los expertos del sistema.
Restricciones de tiempo/presupuesto.

©

¢ © ¢

@ Empezar con un modelo simplificado y refinarlo a medida
que sea necesario.

@ Interactuar con el director del proyecto y expertos del
sistema regularmente.
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Pasos de un buen estudio de simulacién

iSon los Supuestos Validos?

@ Realizar una revision del documento de supuestos con los
expertos del sistema y con el director del proyecto.

o Asegurar que supuestos son correctos y completos.

o Ayudar a la interaccién entre miembors del equipo.

o Incrementar el sentido de propiedad del modelo en el
equipo.

o Deberia hacerce antes de comenzar a programar.
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Pasos de un buen estudio de simulacién

Construir un programa y verificarlo

@ Programar en un lenguaje general (C,C++,Java,C#) o
en un software de simulacién (Arena, Extend, Flexsim,
ProModel).

o Lenguajes generales tienen la ventaja de que usualmente
uno es conocido.

Ofrecen control absoluto del programa.

Son mucho mas baratos de comprar (Licencias).

Pueden resultar en tiempos de ejecucion menores.
Lenguajes de simulacion resultan en menores tiempos de
programacion

o Proveen de interfaces gréficas (Atractivas para gerencia).

¢ © ¢ ¢

@ Debugear el programa.
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Pasos de un buen estudio de simulacién

Corridas Piloto, jEs el modelo programado Valido?

@ Ejecutar corridas pilotos del programa

@ Comparar desempefio real del sistema con sistema
simulado.

@ Revisar consistencia de resultados con expertos del
sistema real y con director proyecto.

@ Realizar analisis de sensibilidad, identificando aspectos del
sistema que necesitan mayor nivel de detalle o cuidado en
el modelo.
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Pasos de un buen estudio de simulai

Diseno de Experimentos

@ Para cada configuracion de interes especificar:
o Largo de cada corrida de simulacién.
o Periodo transiente de cada corrida (si necesario).
o Numero de simulaciones independientes a realizar, para
asi definir los correspondientes intervalos de confianza.

Simulacién
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Pasos de un buen estudio de simulacién

Corridas Finales, Analisis de Resultados

@ Ejecutar corridas principales.
@ Objetivos principales en el analisis son:
o Determinar desempeio absoluto de cada configuracién

analizada.
o Comparar configuraciones alternativas en forma
comparativa (andlisis de tipo pareto).
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Pasos de un buen estudio de simulacién

Documentar, presentar, y usar resultados

Documentar supuestos utilizados.

Documentar cédigo del programa.

Documentar creiterios de intervalos de confianza, etc.
Presentar Resultados:

Otros temas

o Uso de animaciones para presentar modelo a audiencia

amplia.
o Discutir proceso de validacién de sistema.

o Resultados se usaran en la medida de que sean validos y

creibles.
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Generando Variables Aleatoreas

Supuestos Generales

@ Asumimos que existe un generador de nimeros aleatoreos
uniforme.

@ Notese que estos no son continuos, tienen entre 32 o 56
bits de resolucidn.
@ Diferencias menores a 107%° 0 107108 no pueden

observarse (recomendado: no menos de 107°)
@ Asumimos que aleatoredad del generador es buena.

@ Asumimos que el generador es eficiente.
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Generando Variables Aleatoreas

Transformacion Inversa

Dado U ~ U(0,1
retornar X = F~

Ejemplo: X ~ exp(
1—e>

~ F probabilidad acumilada,

),
!
entonces
x>0
0 sino

F~Y(u) = —Blog(1 — u).
Requiere generar un solo nimero aleatoreo.

X
v).
B)
B
F(x) =

Extendible a F no continuas, con saltos numerables.
Mas generalmente X = min{x : F(x) > U}.

Si F~! no se conoce, método numérico es necesario.
Facil producir distribuiciones truncadas.
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Generando Variables Aleatoreas

Compocicion

@ Aplicable a compocicién convexa de variables aleatoreas.
° F(x) =2 piFi(x), pi 20, > pi=1.
ieN

ieN
@ Generar nimero j tal que P(j) = p;.
@ Retornar X con distribuicién F;.
@ Ejemplo: X ~ Trap(a), donde
a+2(l—ax 0<x<1
f(x) = , :
0si no
() f(X) = a/[o’l] (X) + (1 = a)2X/[071] (X)
@ Requiere sélo un nimeros aleatoreo y generar sub-variable
aleatorea.
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Generando Variables Aleatoreas

Convolucion

@ Aplicable a variables aleatoreas que son sumas de otras
variables aleatoreas independientes.

X=> Y.
i=1
Generar Y; con la distribuiciéon apropiada.

Retornar X = )" Y.
i=1
Ejemplo: X ~ m-Erlang(53)

X = i exp(8/m).
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Generando Variables Aleatoreas

Aceptar/Rechazar

Tenemos X con densidad f(x) a soporte acotado S.
Definimos ¢ = max{f(x) : x € S}.

Generar x uniformemente en S.

generar Y uniformemente en [0, ]

Retornar x si Y < f(x), si no, generar nuevamente x, Y.
Util cuando otros métodos son dificil de implementar.

Dependiendo de f puede requerir muchas generaciones de
nimeros aleatoreos.
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Definiciones

o E(X) = / x - f(x) - dx.
Dom(X)
o Var(X) = E(X*) — E(X)* = I[“3(( E(X))*).
o Gov(X,Y) = E((X - E(X))(Y ( ) =
E(XY) — ]E(X)]E(Y)
@ Si X, Y son independientes Cov(X, Y) = 0.
@ La reciproca no es cierta.

o Cor(X,Y) = \/&V(XVQ —
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@ Consideramos X; : i = 1,...,n una muestra de X.

> Xi
=1

@ X(n) es un estimador no sesgado de E(X).

i(x,- — X(n))?

° §%(n) =
n—1
@ 52(n) es un estimador no sesgado de Var(X).
— X
o Var(X(n)) = Varrf ).
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Resumen de Estadistica

Teorema Central del Limite

@ Consideramos {X;};cn variables aleatoreas iid con
E(X;) = p y Var(X;) = o2

X(n) —p

a2
n

@ Llamamos F,(z) = P(Z, < x)

@ Definimos Z; =

Teorema Central del Limite

lim Fo(z) = ®(2)

n—o0

1 [
Donde ®(z) = — [ e ¥/2dy.
V2m /
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Resumen de Estad

Teorema Central del Limite

@ Bdsicamente el TCL dice que Z, ~ N(0,1) cuando n es

grande.
@ Otro problema es que Z, esta definido en términos de o2.
. X(n) —
@ Definimos t, = Xln) —n ay
52(n)

@ Se puede demostrar que t, tambien converge a una
N(0, 1).

@ De ahi podemos decir que
P(—z1—a/p < th < z1_qp2) ®1—aparan
suficientemente grande.
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Resumen de Estadistica

Intervalos de Confianza
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Resumen de Estadistica

Intervalos de Confianza

@ ;Qué pasa si X; ~ N(0,1)?
@ En ese caso t, ~ T-student de n — 1 grados de libertad.
@ Intervalo de confianza exacto esta dado por
X(n) £ ta11-a/2y/S%(n)/n.
@ Se tiene que estos intervalos son mayores a considerar que
t, ~ N(0,1).

@ En general, debemos preguntarnos j Qué significa n
suficientemente grande?.
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Intervalos de Confianza en la Practica

Cobertura Real

@ Consideramos intervalos de confianza derivados de la
T-student.

@ Distinto nimero de muestras n = 5, 10, 20, y 40.

@ Consideramos X; iid con distintas distribuciones.

@ Comparamos cobertura real del intervalo estimado a 90 %
sobre 500 repeticiones.

Dist v n=5 n=10 n=20 n=40
Normal 0.00 0.910 0.902 0.898 0.900
Exponencial 2.00 0.854 0.878 0.870 0.890
Chi? 2.83 0.810 0.830 0.848 0.890

Lognormal  6.18 0.758 0.768 0.842 0.852
Hiper-exp 6.43 0.584 0586 0.682 0.774
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Intervalos de Confianza en la Practica

Midiendo Simetria de Distribuciones

@ jQué es v?
3

~ E((X = p)’)

o yv=— "7
=
@ v es una medida de simetria de la distribucidn.
@ Simetria de una distribuicién es un factor importante al
momento de determinar cuando n es suficientemente

grande en el contexto del TCL.

@ En general, No deberiamos mirar solamente a i, si no que
también a 2 cuando describimos una distribuicién.
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Resultados de simulaciones

i Como obtenemos variables iid?

@ Consideremos un sistema de simulacién donde hay sélo
una medida de desempeno, que es reportada en distintos
puntos J durante la simulacién.

@ Suponemos ademds que ejecutamos n corridas
independientes de la simulacién, esto define X;; con
i=1....,nyjeJ

@ Asumiendo buenos numeros aleatoreaos, podemos
considerar {X;;}7_; como variables iid.

@ Desafortunadamente {X;;}c; en la practica no son

independientes, de hecho, usualmente, tienen correlacion
positiva.
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Resultados de simulaciones

Algunos Ejemplos practicos

@ Consideramos un modelo M/M/1 con taza de ocupacién
p=.9.

@ Tratamos de estimar promedio de Iso 25 primeros atrazos.

@ Computamos 500 intervalos de confianza basados en
5,10,20 y 40 replicaciones.

@ Comparamos proporcién de intervalos correctos y su
ancho medio.
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Resultados de simulaciones

M/I\/I/l estimando dbs

n  cobertura intervalo 90% medio ancho

5 0.880 +0.024 0.67
10 0.864 +0.025 0.44
20 0.886 +0.023 0.30
40 0.914 +0.021 0.21
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Resultados de simulaciones

Tiempo medio a Falla

@ Sistema con tres componentes.

@ Sistema funciona mientras componente 1 funcione y
componente 2 o componente 3 funcionen.

@ Tiempo falla G = min{ Gy, max{ G;, G3}}, G; es

Weibull(0.5,1).
n cobertura intervalo 90% medio ancho
5 0.708 +0.033 1.16
10 0.750 +0.032 0.82
20 0.800 +0.029 0.60
40 0.840 +0.027 0.44
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Comparando Distintas Configuraciones

El Problema

@ En general queremos comparar distintas configuraciones.
@ Significa estimar parametros y compararlos.

@ ;Cudndo podemos decir que son distintos?

Ejemplo

Compararemos un sistema M/M/1 con un sistema M/M/2.
En sistema M/M/1 llegadas son 10 por unidad de tiempo, y
atendemos 11 clientes por minutos. En sistema M/M/2
llegadas son 10 por unidad de tiempo, y cada servidor atiende
5.5 clientes por minutos.
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Comparando Distintas Configuraciones

Comparando estimadores de 1

@ Supongamos que ambas configuraciones cuestan lo
mismo.

@ Escoger sélo dependera de calidad de servicio.

@ Medimos calidad de servicio como tiempo espera
promedio.

Primer reflejo

Supongamos que tenemos un especialista que sabe de
simulacién. Simula ambos sistemas, y computa una estimacién
de 1 para ambos sistemas con k corridas independientes.

El decide escoger el sistema con mejor tiempo de espera
estimada
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Comparando Distintas Configuraciones

i Cémo nos va?
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Analizando Resultados
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Comparando Distintas Configuraciones

Otro Enfoque

@ Un mejor enfoque seria compupar intervalos de confianza
para ambos /.

@ Habria que alanzar un nivel donde ambos intervalos no se

overlapen.
D
AN b
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Comparando Distintas Configuraciones

Algunas Observaciones

@ El enfoque anterior funciona.... pero

@ Tipicamente requiere un nimero de replicaciones altas.

Sufre de los problemas de no-simetria de las
distribuiciones subjacentes.

El problema anterior podriamos solucionarlo.
Considerando diferencia de los estimadores.
Analizamos Z, = X, — Y,.

Z, tiende a tener una alta simetria.

¢ © ¢ ¢ ¢

Decimos que configuraciones son distintas si 0 no esta en
intervalo de confianza.
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Comparando Distintas Configuraciones

i Como nos va con este enfoque?

$\mu (dif)$ ——
$\mu+2\sigma$
$\mu - 2\sigma$ ——

0.1

0.05

-0.05

-0.1

-0.15

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
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Comparando Distintas Configuraciones

Podemos Mejorar?

@ Otra forma de comparar sistemas o configuraciones.
@ Exacerbar differencias en lo sistemas.
@ Comparar bajo situaciones de stress del sistema.

@ Ello conlleva a diferencias mas sustanciales en los
estadisticos.
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Comparando Distintas Configuraciones

Caso de multiples configuraciones:

Comparacién con Standard:
@ Elegimos una configuracién base X°.
@ Comparamos k configuraciones X' : i =1,..., k.
@ Computamos intervalos de confianza de
X0 —X':i=1,... kanivel 1 —a/k.
@ Obtenemos Intervalo de confianza global de 1 — av.
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Comparando Distintas Configuraciones

Caso de multiples configuraciones:

Comparacion todos los pares:
@ Dado k configuraciones X' :i=1,... k.
@ Comparamos todos los pares i, .
@ Computamos intervalos de confianza para
X' — X i j=1,... k,i+#jdenivel 1 —a/k(k—1).
@ Obtenemos Intervalo de confianza global de 1 — av.
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Manejando la Varianza

i Qué comparamos cuando comparamos?

e ¢ ¢ ¢ ¢

Tipicamente comparamos un sistema bajo distintas reglas
de operacion.

Los enfoques anteriores comparar ciegamente.
Llevan a una alta varibilidad.
i Qué queremos realmente?

Comparar sistema en condiciones lo mas cercanas
posibles.

En nuestro ejemplo, jqué significaria esto?

Sistema bajo misma demanda.

Notese que ahora correlacién de X e Y no es cero.
Lleva a menores varianzas.

requiere menos replicaciones para resultados confiables.
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Manejando la Varianza

Impacto en Ejemplo

$\mu (diff)(cor)$ ——
$\mu (diff)(iid)$
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Manejando la Varianza

Impacto en Ejemplo

0.055

$\sigma (diff)(con$ ——
$\sigma (diff)(iid)$
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i Qué quedé afuera?

i Qué quedd afuera?

Generar variables aleatoreas correlacionadas.

Validando supuestos del modelo
o Habria que hacer anilisis estadisticos.

Case de sistemas en estado estacionario.

Andlisis de sistemas oscilantes.

Buscando buenos generadores de nimeros aleatoreos.
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