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1 Problemas

P1. Se superponen dos masas en presencia de dos resortes de largo natural L, como
se indica en la figura. Calcule la amplitud maxima de oscilacién de modo que
ambas masas no se separen, gracias a la presencia de una fuerza de roce estatico
(de constante fie).

P2. Considerando que inicialmente (¢ = 0), ambos resortes estdn en su largo natural
y el bloque estd en reposo. Determinar la ecuacién de movimiento del bloque, la
frecuencia angular, periodo de oscilaciones y amplitud.
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P3. Se suelta la masa de un péndulo desde el reposo, de modo tal que desciende y
choca elasticamente con un bloque de igual masa m. Encontrar la ecuaciéon de
movimiento del bloque tras la colisién, considerando que en ¢t = 0 los resortes
estan en su largo natural ly. Ignore la presencia del péndulo después del choque.
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P4. Una T simétrica formada por dos barras homogéneas idénticas de longitud L, pende
sin friccién del extremo libre de su barra central. En presencia de la gravedad
terrestre g, la T oscila manteniéndose siempre en el plano de la figura. Determine
la frecuencia de pequefias oscilaciones del sistema.

P5. El sistema de la figura consiste en una carga de masa m que pende de una cuerda
ideal que en el punto () se une a un resorte. El resorte, dispuesto en forma hori-
zontal, estd sujeto a una pared fija en el punto P. La constante elastica del resorte
es k y su extremo en () nunca entra en contacto con la rueda. Esta tltima tiene un
radio R y momento de inercia I con respecto a su eje central, y ademés puede girar
sin friccién en torno a este. La cuerda en contacto con la rueda nunca resbala. Si
la carga es soltada del reposo desde la altura minima para la cual el resorte no
sufre estiramiento, determine la frecuencia de las oscilaciones del sistema.




P6. Un nino de masa M estd sentado en un columpio de masa m y largo L. El
coeficiente de roce viscoso del columpio y el nino con el aire es b. Si el columpio
se empuja con una fuerza F = Fosin(wt)é, donde 6 es la direccién tangencial
al movimiento del columpio (es decir, perpendicular siempre a la cuerda, y en
direccién de 6 creciente), se le pide detallar:

(a) La ecuacién de movimiento del columpio.
(b) El periodo de pequenas oscilaciones.

(c) La frecuencia w, de resonancia del columpio.

P7. Una masa de 2 [kg] oscila colgada de un resorte de constante k = 400 [N/m]. La
constante de amortiguamiento de la situacién es v = 1 [s!]. El sistema es forzado

por una fuerza sinusoidal de amplitud Fy = 10 [N] y la frecuencia angular w = 10
[rad/s].

(a);Cuédl es la amplitud de las oscilaciones en el régimen estacionario?

(b) Si se varia la frecuencia de la fuerza impulsora, ja qué frecuencia se producird
la resonancia?

(c) Encuentre la amplitud de las vibraciones en la resonancia.

P8. Considere una particula de masa m que esté apoyada sobre un resorte de constante
k y largo natural [y, bajo la accién de gravedad. El punto B de donde se sostiene
el resorte se encuentra en £ = 0 al nivel de la mesa.

(a) Encuentre la altura de equilibrio de la masa.

(b) En ¢t = 0, cuando la masa estd quieta y en la posicién de equilibrio, el punto
B comienza a oscilar verticalmente. El movimiento de B puede ser descrito

como 75(t) = Agsin(wt)j. Encuentre la ecuacién que describe el movimiento
de la masa.

(c) Resuelva la ecuacién de movimiento para las condiciones iniciales dadas.

(d) Manteniendo la amplitud Ay fija, considere que la frecuencia w es menor que
la frecuencia de resonancia. ;Cudl es la frecuencia maxima para que la masa
nunca choque con la mesa?



P9. Un pulso se mueve en la direccién x en un sistema de varillas acopladas por torsién

7, todas las varillas de igual largo L = 0.2 m, masa m = 0.3 kg, separacién
A = 0.01 m, y de didmetro muy pequeno. El pulso esta descrito por:

0(z,t) = Ae~(aztbt)?

Con A=0.2rad,a=1m"'yb=0.05s"!. Determine:

(a) La direccién de movimiento del pulso.
(b) La velocidad de propagacién del pulso.

(c) La constante de torsién 7 entre las varillas.

P10. Se tienen dos pulsos descritos por las siguientes ecuaciones:

P11.

5

= Bz — a2 + 2
5

(3x + 4t — 6)2 + 2

Yo = —

(a) {En qué direccién viaja cada pulso?
(b) ;En qué instante se cancelan los dos pulsos en todos los puntos?

(c¢) (En cudl punto siempre se cancelan las ondas?

(a) Demuestre que y = 22 + v%t? es solucién de la ecuacién de ondas.
(b) Muestre que y puede escribirse de la forma y = f(z — vt) + g(x 4 vt)

(c¢) Lo mismo para y = sin(z)cos(vt)

P12. Dos cuerdas de densidad lineal de masa R y 2R se unen entre si, con la cuerda

de mayor densidad en el lado derecho. Los extremos de la cuerda estan unidos a
sendas masas M. Se dispone de dos pivotes, separados una distancia 2L, sobre los



cuales posa la cuerda en forma horizontal como se indica en la figura. En un cierto
instante se generan dos pulsos idénticos y simétricos en cada uno de los extremos
de la cuerda. Determine la distancia, medida desde el extremo izquierdo de la
cuerda, donde se encuentran los puntos centrales de ambos pulsos.
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P13. Una particula de masa m estd unida a dos resortes iguales, de constante eldstica
k v largo natural nulo cuyos otros estremos estan unidos a una caja de largo L, tal
como se ve en la figura. Mediante algiin mecanismo, la caja oscila horizontalmente
de manera que la posicién de su extremo izquierdo respecto al punto fijo O es
x1(t) = Acos(wt). Encuentre la ecuacién de movimiento de la particula.
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P14. Determine la frecuencia de pequenias oscilaciones de una barra de largo L y masa
M que es capaz de rotar en torno a un punto de apoyo ubicado a una distancia
kL de su borde superior, donde 0 < k < 0.5.

kL

P15. Una T simétrica formada por dos barras homogéneas idénticas de longitud L,
pende sin friccién del extremo libre de su barra central. En presencia de la gravedad
terrestre g, la T oscila manteniéndose siempre en el plano de la figura. Determine la
frecuencia de pequenas oscilaciones del sistema (Este ejercicio ya fue resuelto
utilizando dindmica, ahora higalo utilizando conservacién de la energia).



P16. Considere un objeto de masa M que puede oscilar alrededor de un eje que lo
atraviesa. Sea I el momento de inercia para rotaciones alrededor de ese eje y L la
distancia entre el eje y el centro de masas del objeto.

(a) Encuentre el periodo T para pequenas oscilaciones alrededor de su posicién
de equilibrio.

(b) Demuestre que un pédulo simple equivalente (igual periodo) tiene un largo
Lo=:1

mL
P17. Considere dos cilindros que giran rapidamente en sentidos contrarios tal como se
muestra en la figura adjunta. Sobre estos cilindros se coloca un tablén de masa M
y densidad uniforme. Sea d la distancia entre los dos cilindros y sea p el coeficiente
de roce cinematico entre el tablén y los cilindros. Demuestre que el movimiento
del tablon es armoénico. Encuentre el periodo del movimiento.
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P18. Un oscilador formado por un resorte y un cuerpo de masa m = 1kg estd inmerso
en un medio viscoso. Las oscilaciones son amortiguadas de modo que la amplitud
de cada ciclo es un tercio de la amplitud del ciclo anterior. Si la constante elastica
es k = 40N /m, determinar el periodo de las oscilaciones.

P19.

(a) Demuestre que y = 42?4+ 9t? + 122t + 122+ 18t + 30 es solucién de la ecuacién
de ondas.

(b) ;En qué direccién avanza la onda?

P20. Un oscilador formado por un resorte y un cuerpo de masa m estd inmerso en un
medio viscoso. Las oscilaciones resultan amortiguadas de forma tal que, partiendo



de una amplitud A, al cabo de cinco ciclos su amplitud es A/3. El lapso de cada
ciclo es de 0.2 [s].

(a) Determine la frecuencia angular wy del oscilador.

(b) Determine la velocidad terminal de caida del mismo cuerpo, si es dejado caer
libre y verticalmente en el mismo medio, bajo la accién de la gravedad.

P21. Se tiene un oscilador mecanico amortiguado, compuesto por un carro de masa
m = 0.54 [Kg| y un resorte de constante de rigidez k. El carro se mueve sobre un
riel lubricado, de modo que el roce esta bien descrito por una ley de roce viscoso
lineal. Dadas ciertas condiciones iniciales, se obtiene una serie de medidas de la
posicién z del carro en funcién del tiempo ¢. Estos resultados se presentan en el
grafico adjunto. A partir de él, obtenga una estimacién del valor de k para el
sistema.

2 Resolucién de problemas

P1. Situamos un eje horizontal con = 0 en el centro del sistema (coincidente con el
largo natural de ambos resortes). Se impone una direccién arbitraria para F) y
opuesto para cada masa y, para conservar generalidad, se considera que no nece-
sariamente es positivo. La fuerza elastica se dibuja ”alejindose del resorte” y se
utilizara la férmula F, = —kAz. DCL asociados:
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Es claro que:

N1 —mig=0— N1y =mag
miaiz = Fr + Fe :Fr‘f'(—k?lAJf) =F. — k=x
Ny —mog— N1 =0— Ny =mog+ Ny = (m1+m2)g
Moo, = —Feg — F = _(_k2Al') —F = +k2(—l‘) — F, = —kox — F,

Es claro que, como las masas no se separan, la aceleracion en el eje x de ambos
cuerpos coincide (a1, = ag; = a)

mia =F, — kiz
moa = —kox — F)
Uniendo las ecuaciones:

FT - k:lx _ —k2$ — FT

my ma
Frme — klmg.’L‘ = —kalx — Frml
_ Fi.(my +ma)

- lerLQ — kal
Los casos limite son cuando F,. = £u.Ni = *u.mig

pemi(my +ma)g
m2k1 — mlkig

Tmar = L

Y como la amplitud se define como positiva:

A _ pemi(mi 4+ ma)g
mar |m2k1 — mlkg‘

Podemos también calcular la frecuencia natural de oscilaciones, sabemos que:

mia =F, — kiz
moa = —]{721’ — FT

Despejamos:



mia + k1x = —kox — maa
kitko . _
at i r = 0

- kitks . _
T+ gL = 0

Lo que representa un MAS con:

k1 + ko

W= —=
0 mi + mg

P2. Situamos un eje vertical con y = 0 en el centro del sistema (coincidente con el
largo natural de ambos resortes), positivo hacia arriba. La fuerza eldstica se dibuja

”alejandose del resorte” y se utilizara la férmula F, = —kAxz. DCL asociado:
FEE
m
mqg L L FE'I
Ecuaciones:

Fy:FeQ_Fel_mg

Fy = (=ky) = (=k(=y)) —mg = —2ky —mg
my = —2ky — mg
g+ %x +g=0

Notamos que no es movimiento armonico simple escrito de esta forma. Pero si
usamos una variable z = y + %7, es claro que Z = jj. Entonces reemplazamos:

P4y —2) 4 g=0
P42k, =0

Lo que si es movimiento arménico simple. Donde:

2k
wo = m
Tz /R
wo

Las soluciones de este movimiento son del tipo:

z(t) = Acos(wot + 6p)



Luego, como y = z — %7
y(t) = Acos(wot + 0o) — L
y(t) = —Awgsin(wot + 0p)

Y como sabemos que y(0) =0y y(0) = 0, se tiene:

9(0) = —Awpsin(fy) =0 — sin(6p) =0 — 6y =0
y(0) = Acos(0) - Lp =A—-947 =0 A= %

Luego, la amplitud es £, y la ecuacién de movimiento es:

y(t) = mcos(y/Zr) — g

P3. La velocidad de la masa del péndulo justo antes del choque se puede calcular
empleando conservacién de la energia.

E; =K+ U, =mgL
Ef=K+U :%mv2—>v:\/2gL

En un choque elédstico se conserva el momentum lineal y la energia. Luego:

p; = ma/2gL
Py = mv +mus — /2gL = v1 + v
E; = %mvz =mglL

Ep = tmo? + Smo? — 2gL = v} + 03
Si vy es la velocidad tras el choque de la masa adherida a los resortes:

29L = v} + (v/2gL — v1)?
29L = v} + 2gL — 2v1y/2gL + v?
0 = 20v? — 2v1+/2g9L — v = \/2gL

Nos olvidamos del choque: tenemos una masa unida a dos resortes con z(0) = 0
y 2(0) = v/2gL. DCL del sistema (origen en la posicién del largo natural de los
resortes):

Fe

m
FEE =

I mg

Ecuaciones:

10



P4.

Fp = —Fe1 — Feo = —(=k1(—w)) — (=k2(—2)) = — (k1 + k2)x
i+ Bty =

Lo que es un MAS con w3 = k1+k2 , con soluciones del tipo:

x(t) = Acos(wot + 6p)
z(t) = —Awgsin(wot + 6p)

Por las condiciones iniciales:

x(0) = Acos(bp) =0 — cos(6y) =0 — 0y =7/2

z(t) = —Awgsin(n/2) = \/2gL — A = —¥=4= 29 2gLm
k1 + ko

Luego:

2(t) = —\ B cos(y /B2t + 7/2)

Es un péndulo fisico con momento de inercia I, lo calculamos (asumimos que M
es la masa de cada parte de la T'):

I=3iML*+ ({5 ML* + ML?) = 1S ML?

Consideremos un angulo # con respecto a la vertical, el torque que siente el cuerpo
viene dado por:

—(Masa)g(Distancia)sin(0) = 7
—(2M)g(Lem)sin(0) = 7

—2Mg(%)sin(9) =l

3gL 17
—Lsin(ﬁ) L2
2
Sabemos que o = é, entonces:
18g .
9 + 17782”(6) 0

11



P5. Utilizamos un método alternativo al de suma de torques, calculamos la energia del

P6.

sistema. Situamos en y = 0 la altura inicial del sistema e y representa la posicién
de la masa con respecto a ese sistema de referencia, es claro que el estiramiento del
resorte serd el inverso aditivo de la posicién de la masa (si la posicién de la masa
es y*, el resorte estd estirado —y*).

Energia potencial elastica: U, = %l{:(—y)2 — Ry

2
Energia potencial gravitatoria: U, = mgy
Energia cinética: K = Kpojea + Kprasa = %IGQ + %mgf

Como la cuerda es ideal y no resbala, existen relaciones entre § y 6, se tiene:
y/R = 0. Incorporando esta férmula, la energia mecanica total es:

2 . .
E, = % + mgy + %I(y/R)2 + %my2
Como la energia se conserva, su derivada es nula:
Ep = 0= %29y + mgy + 5521293 + m2gj
0 =ky + (4 +m) +mg
. k mg -0
Vg T 1

72 tm)

Hacemos un cambio de variables z = y 4+ %2 y % = §j, reemplazamos:

.. k _ mg mg _
. k o
z+(152+m)2—0
2 _ k
Que es MAS con wj = (L )

DCL del sistema, notamos que fijamos un eje paralelo y otro perpendicular a la
tension del columpio, y tratamos al nifio y el columpio como una masa puntual de
masa (m + M).

f
u > 0
m+M Fysin(wt)
bv < I/\
(m+M)g r

12



P7.

Como se pretende calcular la frecuencia de oscilaciones, trabajamos con torque.
Por otro lado, v = wR = 0L y Iy = (m + M)R? = (m + M)L?. Luego:

Imari0 = 7 = Fysin(wt)L — bOL% — (m 4+ M)gsin(0)L
Asumiento pequenas oscilaciones, sin(6) = 6:

(m + M)L*) = Fysin(wt)L — bL? — (m + M)g0L
0+ Mime + 460 = 7(m+FA°4)_Lsin(wt)
0+ %9 + wdb = (Fio.Lsin(wt)

m+M)
Donde:
1_ b
T _2 M+m
_ 9
(.UO =1

La frecuencia de resonancia serd aquella que haga que el término dentro de la
funcién raiz sea un minimo.

g _ __ b
L 2(M+m)2

Para comprobar que es un minimo basta con derivar, reemplazar w = w; y verificar
que sea mMayor que Cero.

Las fuerzas que actidan sobre el cuerpo son: forzaje, peso, roce viscoso y fuerza
eldstica. Suma de fuerzas (situamos origen de sistema de referencias en el largo
natural del resorte):

Fy =mj = —mg + k(Ay) — by + Fysin(wt) = —mg + k(—y) — by + Fysin(wt)
my = —ky — mg — by + Fysin(wt)
i+ L+ Ey+g=Lsin(wt)

Lo que se parece a la ecuaciéon conocida, pero es necesario quitar un término
(cambio de variables: z =y + Hoi=y—i= Z).

P bip By 1) 4 g = Dogin(wt)
4 Tl,’lz' + %Z = %sm(wt)
P41z 4wz = Lsin(wt)

Cuyas soluciones son:
Fo/M
z(t) = Ae T cos(Qt + ¢g) + o/ sin(wt — 6)
w2+ ()2
T



Luego, la amplitud del regimen estacionario es:

S Fo/M _ 10N/2kg 005

\/(wg —w?)2 4 (8)2 \/(W — (10rad/$)?)? + (%)2

1s—1

La resonancia ocurre cuando A* sea maximo, y como en el numerador de la fraccién
solo se presentan constantes, buscamos el minimo del argumento de la funcién raiz,

derivamos:
flw) = (w§ —w?)?+ (£)?
df w. 1
A -w)+ L =00 =w— g sw= \/4021,jg/m — s = 14.14[s7]

P8. Fijamos el sistema de referencias con el origen en la base del resorte, DCL:

4Fe

m

b

mg

Luego:

m
Fy=—k(Ay)—msJ:—k(y—lo)—mg=0—>y=lo—7g

Entonces el punto de equilibrio es (lp — %) desde la base del resorte.

Si el punto B tiene una ecuacién de movimiento rg(t) = Agsin(wt), el estiramiento
del resorte viene dado por: Ay(t) = y(t) — lo — rp(t), entonces:

Fy=mj = —k(Ay) —mg = —k(y — lo — Apsin(wt)) —myg
j+ By =L Agsin(wt) — g+ £l

Hacemos un cambio de variables situando el origen en la posiciéon de equilibrio
mg

z=y—lo+ 4 —2y=2

PB4y — B9 = E Apsin(wt) — g+ £l

T~ m

24+ %z = %Aosm(wt)

14



Las soluciones son de la forma (no hay amortiguamiento y eliminamos el término
exponencial y 7 — 00):

2(t) = Acos(wot + ¢o) + Lf;b_/m

5 sin(wt)
G —w

Como 2(0) = 0, es claro que ¢g = 7/2; ademas Fy/m = Aok/m = Aowi (Wi =

k/m). Entonces:

Agw?
2(t) = Acos(wot + 5 ) + %

5 sin(wt)
0 (JJ

Por otro lado, 2(0) = 0, derivamos y reemplazamos:

. , . Aowd
2(t) = —Awosin(wot + §) + w—y 5 cos(wt)
2 _
A 2
2(0) = —Awgsin(wo -0+ §) + w——— OwOQCOS(w -0)=0
Wi — w
Anw?
WO — W
Ao
A= —
ww0w2 — 2
Finalmente:
Ao T Agw% .
2(t) = WWOWCOS(WOt + 5) + Wsm(wt)
Ay Aowd
t) = — —_ t ——0 t
2(t) wwowg — 3 sin(wot) + =P sin(wt)
AO . Aowg . mg
y(t) = —wwOWsm(wot) + msm(wt) +1y — -

Los valores mayores y menores de y(t) se alcanzan cuando el valor absoluto de las
funciones sin se maximiza. Como wgp > w, el minimo de la trayectoria de la masa

se alcanza cuando sin(wt) = —1 y sin(wpt) = 1. Luego:
AO A()wg mg
Ymin = _wwowg —w? W —w? Tlo = ko

Imponiendo que no choque con la mesa (caso limite):

Ap Agwg mg
ymam:iwwowg—w27wg w2+l077:0
_ —Awolwo+w) ., mg _ 0
Ymaz (wo + w)(wo — w) 0 k

15



lop — =0
Ymazx ( 0—0.)) 0 A
0wWo
+wy)=w
=iy
k‘Aowo
———— Fwy =w < wy
mg — klg

P9. Para encontrar la direccién del pulso, se escribe como funcién de la forma f(z + ct)

o f(x — ct).

0(z,t) = Ae~(@@+t)? — ge—(alet3t)® = f(z 4 ct)
Donde f(w) = Ae~2)* y ¢ = g

En base al signo que acompana a c en la funcion, la propagacién del pulso es hacia

la izquierda y la velocidad de propagacién es g = 0‘1?273__11 =0.05".

Por otro lado, para el caso de las varillas, se tiene la expresién:

Ic?

C:\/TAQ/I—)T:F

Como el momento de inercia de una barra de masa m y largo L con respecto a su
centro de masas es 1—12mL2.

mL?c*  (0.3kg)(0.2m)?(0.05m/s)?

12A2 12(0.01m)?2
T = 0.025 kgm?/s?

P10. Para encontrar la direcciéon de cada pulso, se escribe cada funcién de la forma

flx+ect)o f(x—ct).

5 5
@) = T e T B me+2 flo=ct)
5
Donde f(a) = W yc= %
yo(z,1) = — > __ _ — g+ ct)
(3z +4t —6)2+ 2 (3(x 4+ 3t) — 6)2 42
5 4

Donde f(b) = —m yc= 3

En base al signo que acompana a c, es claro que el primer pulso viaja hacia la
derecha y el segundo viaja hacia la izquierda.

Para encontrar el instante en que se cancelan los dos pulsos en todos los puntos, y
el punto en que los pulsos se anulan para cualquier tiempo, debemos imponer que
la suma de pulsos es nula y luego impondremos condiciones sobre x y t.

16



P11.

(2,6) + ol t) = 0 ° >
xr ,f[," = = —
Y5 T2 (Br—40)2+2 (3w +4t—6)2 12
5 5
(Bz —4t)2+2  (3x+4t —6)2+2
(3z — 4t)? = (3x + 4t — 6)?

Calculemos el tiempo en que los pulsos se anulan en todos los puntos, igualamos
los términos que acompanan a (3z):

—At =4t —6
_ 3
t=1

Ent= % los pulsos se anulan en todos los puntos, pues para todo x, se tiene que
(3z — 4t)? = (3x + 4t — 6)2

Calculemos el punto en que los pulsos se anulan para todo tiempo, igualamos los
términos que acompanan a (£4¢) (uno con signo negativo, pues el signo de 4¢
cambia en cada caso):

3r =-3x+6
r=1

En x = 1 los pulsos se anulan siempre, pues para todo ¢, se tiene que (3z — 4t)? =
(3 + 4t — 6)?

(a) Calculamos las derivadas parciales (se asume que todas las variables con re-
specto a las cuales no se estd derivando actiian como si fueran constantes).

Luego, si y = 22 4 v?t%:
Ay
— =2z
%
9Y _ o
Ox?
0
8—32 = 2tv?
62
o =
Luego:
Oy =% = v2@
ot? Ox?
ot? Ox?



Luego, satisface la ecuacién de ondas.

(b) Juguemos con ecuaciones cuadraticas (es intuitivo).

(v —ct)? = 2% + 21?2 — 2cat
(z + ct)? = 22 + A2t? + 2cxt
( —ct)? + (x + ct)? = 222 + 2632

Luego, podemos escribir la funcién como:
fl@—vt) + gz +vt) = Lz —vt)? + $(z + vt)? = 2% + 0?12

(c) Calculamos las derivadas parciales para y = sin(x)cos(vt):

9 _ cos(vt)cos(x)

a—xg = —cos(vt)sin(z)
% = —wvsin(z)sin(vt)
2
% = —v?sin(z)cos(vt)
Luego:
@ = —v%in(m)cas(vt) = UQ(—sin(x)cos(vt)) = v2@
5 = = = 2
ot ) ) Ox
Py _ 207
ot? Ox?

Luego, satisface la ecuacion de ondas.

Juguemos con funciones trigonométricas (intuitivo):
sin(x + ct) = sin(x)cos(ct) + cos(x)sin(ct)
sin(x — ct) = sin(x)cos(ct) — cos(x)sin(ct)
sin(x + ct) 4+ sin(x — ct) = 2sin(x)cos(ct)

Luego, podemos escribir la funcién como:
f(z —vt) + g(x + vt) = Lsin(z + vt) + 3sin(x — vt) = sin(x)cos(vt)

P12. Es facil notar, a partir de un DCL, que la tension en la cuerda es Mg. Como
la velocidad de propagacién de un pulso en una cuerda es ¢ = /T/p, donde T
es la tension y p es la densidad lineal de masa. Entonces, la velocidad en el lado

izquierdo serd ¢; = \/Mg/R y en el lado derecho cg = /Mg/2R.

Como la velocidad en el lado izquierdo es mayor, el pulso llegard antes al contacto
entre ambas zonas de la cuerda. Calculamos el tiempo t* que tarda en llegar el
pulso izquierdo al centro:
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d ._d__ L _
v:¥—>t—v—\/W_L\/R/(Mg)

En ese tiempo, el pulso de la derecha ha avanzado:

d = cqt* = L\/Mg/2R\/R/(Mg) = \%

Como luego de ese instante, ambos pulsos avanzan en el mismo medio, tienen la
misma velocidad y se encontraran en el punto medio. Calculamos el punto medio
(ahora considerando distancia desde el extremo izquierdo del sistema).

L 1
mpulsofizquierdo(t*) + mpulsofderecho(t*) L+ (2L - ﬁ) _ L3 o ﬁ

2 - 2 2

P13. Notamos que si la posicién del extremo izquierdo de la caja es x;(t) = Acos(wt),
la posicién del extremo derecho es xp(t) = Acos(wt)+ L. Si la posicién de la masa
es x, la longitud de cada resorte en funcién del tiempo es:

Lr_1 =2 — Acos(wt)
Lr_p = Acos(wt) + L —x

DCL:

|1\|

FI’DF m — Frl

mg

Ecuaciones:
mi = FT[ — FrD
mi = —k(x — Acos(wt)) — (—k(Acos(wt) + L — x))
mi = —kx + Akcos(wt) + Akcos(wt) + kL — kx
mi = —2kx + 2Akcos(wt) + kL

Listo.

P14. Sabemos que el momento de inercia de la barra con respecto al centro de masas
es Iy = 1—12M L?; por Steiner, el momento de inercia respecto al punto de apoyo
serd Io = I+ M(L/2—kL)? = (5 4+ 1 —k+k*)ML? = (3 — k+k*)ML?. DCL:
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Utilizando torque eliminamos las reacciones en el punto de apoyo. Luego:

10 = —Mg'(.L(% —k))sin(0)
(3 —k+ k2)I1A9 = —g(3 — k)sin(0)
(9 + %Sln(g) =0

Para pequenas oscilaciones:

P15. Es un péndulo fisico con momento de inercia I, lo calculamos (asumimos que M
es la masa de cada parte de la T'):

_1 2 1 2 2y _ 17 2

I'=3ML*+ (ML + ML?) = 5 ML
El centro de masas del cuerpo estard a una distancia 22 del eje de giro (se calcula
facilmente como el centro de masas de los centros de masa de cada barra de la
T). Consideremos un angulo 6 con respecto a la vertical y el nivel de U, = 0
en el punto més bajo que puede alcanzar el centro de masas de la T'. La energia
potencial gravitatoria del cuerpo es:

Uy = (2M)ghca = 2Mg(3E — 3Ecos(0)) = 3MgL(1 — cos(6))

Consideramos, ademads, la energia cinética de rotacion:
Iw? = 5(3ML2)§% = T L29?

Entonces, la energia mecanica sera:

20



E = 3MgL(1 — cos(0)) + 1T M 126>
Como se conserva;

4B — 0 = 3 MgLsin(0)0 + 5 ML?200
0 = 3gsin() + %LG

0= %sin(@) +6

Para pequenas oscilaciones:

18 .

2 _ 18¢
Luego wj = 171 -

P16. Dibujamos un objeto cualquiera. DCL:

R1
R2

Es claro que solo el peso ejerce torque. Luego 7 = —MgLsin(#). Como conocemos
la inercia:

160 = —MgLsin(6)

Para pequenas oscilaciones:

0=0+ MLy

_ 27 _ I
Entonces T = o = 27,/ Mgl

Ahora consideramos el caso de un péndulo simple de masa M y largo ﬁ DCL:
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12

El momento de inercia es I = (Masa)(Largo)? = M = Luego

12
M?2L2 — ML?"
16 = —Mg(Largo)sin(f) = — Mg sin() = —g—LIsin(G)
A/ZQ 0 = —%sin(@)

0 = —gsin(0)

Para pequenas oscilaciones:
0=0+ Ly

En efecto, ambas tienen igual ecuacién de movimiento y, por lo tanto, periodo de
pequenas oscilaciones.

P17. Primero que todo, el roce es cinético, de modo que si hay resbalamiento (no es
relevante la velocidad angular con que giran las ruedas). La posicién z = 0 es la
posicién del primer cilindro.

N1 N2
A 4
L. | 1
Fri J Fr2
Mg
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z. denota la posicién del centro de masas del cuerpo.

Calculemos el torque respecto a un eje que pasa por el punto de apoyo del primer
cilindro. Es claro que las fuerzas de roce no ejercen torque y Ni tampoco. La
distancia entre el centro de masas del cuerpo (x.) y la posicién del primer cilindro
(x = 0) es 2. — 0 = x.; mientras que la distancia entre la posicién de ambos
cilindros es d. Suma de torque:

T=—-Mgz.+ Nid=0— Ny = M9z,
Sumamos fuerzas en el eje y:
N+ Ny —Mg=0— Ny=Mg— Ny = Mg — e, = Mg(1 - %)

Ahora, conociendo las fuerzas normales y sabiendo que F, = pN; sumamos fuerzas
en el eje x (quitamos el subindice ¢):

Mi = uNy — pNy = p(Mg(1 — %) — 22z)

Hacemos un cambio de variable z = x — g. Entonces:

0=2—pg+p2(z+9)
Ozé—i-u%gz
Lo que es MAS con wg = Q’ng.

P18. La ecuacién de movimiento del problema es 0 = & + %az + %jz. Las soluciones son
del tipo z(t) = Tmaze /?Tcos(Qt + ¢p); con T = noywd= %
Tenemos que tras un ciclo, la amplitud se reduce a la mitad (asumimos que el

sistema parte en su amplitud méxima):

z(0) = xm(me_o/%cos(QoO + ¢0) = Tmazcos(Po) = A — ¢o =0y Tpaz = A.

Luego:
2(T) = Tmaze /¥ cos(QT + ¢o) = Ae™1/?7cos(2ET) = A/3 — e T/27 = 1/3
T =-27in(1/3) > 7= WIT/?))
Sabemos que w3 = % y Q2 = 4TL22 =wi - 4%2, luego:

) 2 2472
ik ln7(ﬂ12/3)*>T2:m%(1/3):1‘01
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De modo que T'= 1.01s.
P19.
(a) Calculamos las derivadas parciales:

0
Y 8r+12t+12

ox o2
Y
Z 7 _8
0z2
Jy
= =18t + 12 1
ot aS—F x+ 18
Y
ZJ
ot? 8
Luego:
32.@ 28211 2
w:18szz’l}8

v?=18/8 - v =3/2

Luego, satisface la ecuacion de ondas.
(b) Podemos notar que la ecuacién tiene 2z y 3t al cuadrado. Calculemos esos
términos al cuadrado:
(22 + 3t)? = 4z? + 9t2 + 12at.
Faltan tres términos por tener, y dos de ellos son justamente la amplificacion
de 2z y 3t:
6(2x + 3t) = 12z + 18t.

Y un término constante. Entonces:

y = 4x? + 9t2 + 122t + 120 + 18t + 30 = (22 + 3t)? + 6(22 + 3t) + 30 =
f(2x +3t) = f(2(zx + 3t))

De modo que la onda va hacia la izquierda.

P20. Como es un movimiento oscilatorio amortiguado de la forma &+ %a’:—i—w%x =0, las
soluciones son del tipo z(t) = Zmaze ¥ ?"cos(Qt + ¢p). Como el sistema comienza

en su amplitud maxima:
2(0) = Zymaze™ T cos(Qot + ¢0) = Tmawcos(dg) = A = ¢g = 0¥ Timaz = A.
Por otro lado, en un tiempo ¢ = 57, se tiene:
2(5T) = Tmaze *T/?Tcos(Qq - 5T) = Ae=5T/?7cos(2% - 5T)

2(5T) = Ae=5T/27cos(10m) = Ae=5T/27 = A/3
% — ¢ 5T/27
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Luego, y como T' = 0.2 [s]:

_ - = 0.455
" 2 T 2n(d) g s
Luego:
1
=
27 1 27
9 _ (2T L 2 — 088.17 [s~2
wo =)+ 57 = Qo) T T sz - 8T

wo = 31.43 [s71]

La velocidad terminal se alcanza cuando la aceleracién es nula (el roce viscoso se
iguala con el peso), luego, imponemos:

—byr —mg = mj =0
: mg
==

Como 7 = m/b, tenemos que b = m/7, luego:
yr = —7g = 0.455 [s] - 9.8 [m/s?] = 4.46 [m/s]

P21. La ecuacién de movimiento (a partir de un DCL) es:

. b, k
T+ —ax+—x=0
m m

i+~ +wir=0
T

Y las soluciones son de la forma x(t) = Ae~"/27cos(Qt+¢p). Sinotamos que se pide
la constante eldstica, basta con calcular wy (m es conocido), y como w% =02+ 4%2,
buscamos 7 y €.

A partir del grafico, se estima una amplitud A = 1 [em] y perfodo T' = 0.52 [s].
Por otro lado, la velocidad inicial es nula:

z(0) = Ae=2Tcos(Q- 04 ¢p) = A
cos(¢o) =1— g =0

Para calcular 7, notamos que z(T") = 0.59 [c¢m], luego:




Ademds, Q = 2% = 2L [s7!] = 12.08 [s~!]. Finalmente:

1 1
Wi =0%+ == 12.08% [s72] + 10097 [s72] = 146.97 [s72]

k=m-wi=0.54-146.97 [kg- s 2] = 79.36 [kg - s~
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