Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas Universidad de Chile

MA3801 - Analisis. Semestre Otono 2013
Profesor: Carlos Conca
Auxiliares: Francisco Arana, Matias Godoy, Ignacio Vergara

Control 3
Martes 30 de Julio, 2013

P1. Paran € N, sea f,, : [0,7/2] — R la funcién f(z) = (sinz)™.
a) Demuestre que la sucesién de funciones (f,), tiene un limite puntual sobre [0, 7/2], calctlelo. §Converge
uniformemente sobre [0, 7/2]7.

b) ;Converge uniformemente sobre [0, 7/2)? ; Converge uniformemente sobre cada parte compacta de [0, 7/2)7.

Sea F el e.v. de las funciones continuas de [0,7/2] en R con la norma de la convergencia uniforme, esto es,

E =C((0,7/2);R). Sea A = {f, :n € N}.

¢) Demuestre que (fy,)n es una sucesién de puntos de E que no tiene puntos de acumulacién. Concluya que
A es un subconjunto no compacto de E.

d) Demuestre que A es cerrado en E.
Indicacion: pruebe que en un espacio métrico, la adherencia del conjunto de puntos de una sucesién
esta conformada por los puntos mismos de la sucesion y por sus puntos de acumulacién.

e) iEs A acotado? jEs A equicontinuo?.

f) Demuestre que en E la bola unidad cerrada B(0;1) no es compacta. Deduzca de esto que E no es
localmente compacto.

P2. Definamos los siguientes espacios vectoriales de sucesiones:

w= {x = (Ea)nen CR: Y [aal? < oo} para p € [1, 50)

nelN
£ = {x = (Tn)new C R :sup |z,| < oo}
nelN
co ={x = (xn)newy CR: 2, — 0}
¢ ={z=(xp)nex CR:3IN € N,¥n > N,z, = 0}

En los espacios (7 consideramos ||z[l, = (3,cn |xn\p)% y en ¢ consideramos |||l = sup,cp |Zn|- Estas
funciones son normas en £? y ¢ respectivamente (no lo demuestre).
a) Demuestre que (£°°,|| - ||o) es un espacio de Banach.
) Demuestre que ¢y es un subespacio vectorial cerrado de £°°.
) Demuestre que ¢/ dotado de || - ||« no es Banach.
d) Demuestre que ¢/ es denso en ¢P para todo p € [1,00).
)

Demuestre que £°° no es separable.
Indicacién: Considere, para cada A C N, la sucesién 2, dada por 22 = 1sin€ Ay z2 =0sin € A°.

f) Considere el conjunto P = {x € ¢* : x,, > 0 Vn € N}. Pruebe que P tiene interior vacio en 1.

P3. a) Seat, :C[0,1] — R el funcional definido por
Zsc (> —/ x(t)dt

1
by (z) = n
k=1

Pruebe que £, es lineal continuo, £, (z) — 0 para todo = € C[0,1], pero [|£,||(cjo,17)» 7 0.

b) Sea E un e.v.n. y S un s.e.v. denso de E, suponga que f € S’. Sin usar el Teorema de Hahn-Banach,
pruebe que existe g € E’, que prolonga a f y tal que ||f] = ||g||. Pruebe ademds que esta extensién es
Unica.



