a)

Solucion P2 Control 3

Demuestre que (¢°°, || - ||oo) es un espacio de Banach.
Solucién:
Sea (2™)nen C £ una sucesién de Cauchy. Notemos que para cada k € N,

2 — 2] < " — 2"

donde 2™ = (z})ren. Por lo tanto (27)nen € R es una sucesion de Cauchy en R para todo k£ € N. Como
R es completo, existe z; € R tal que

lim z} =2 Yk € N.

n— oo

Definamos entonces © = (zx)ken- Sea € > 0. Sabemos que existe N € N tal que Vn,m > N y para todo
ke N,

|z — @' | <fla" — 2™ ]|oo <e.

Tomamos limite en m y obtenemos
|z} —xp] <e ¥Yn >N, Yk eN.

Es decir,
|2 — z|loc <€ Vn > N.

Observando que
|$k| < |33k — ka| + |J}kN| Vk e N

se concluye que z € ¢°°. Con todo lo anterior, " — x en £°° y por lo tanto £°° es completo.

Demuestre que ¢y es un subespacio vectorial cerrado de £°°.
Solucién:
Primera forma:
Demostraremos que £°° \ ¢y es abierto. Sea & = (2, )nen € €°° \ co, es decir x,, - 0. Entonces existe
e > 0 tal que
VYN €N, In> N, |z,| > 2e.

Sea y € B(x,¢), es decir, || — y||oo < &. Entonces
|yn| > |xn‘ - |xn - yn| > |£L’n| - ||.’E - y”oo >2—ec=¢.

Entonces (y,) no puede converger a 0. Por lo tanto B(xz,e) C £°° \ ¢ y se concluye que £\ ¢g es
abierto.

Sequnda forma:

Sea (2™)nen C ¢o una sucesién convergente a x € £°°. Sea £ > 0. Sabemos que existe m € N tal que

€
Y >m, ||z" — 2] < 7
Ademss existe k € N tal que
. €
Entonces, para todo j > k,

g €
2] < lwj — ' + 12} < llo = a™ oo + |2 < 5 + 5 =

Por lo tanto = € ¢y y asi ¢ es cerrado.



c)

Demuestre que ¢/ dotado de || - ||« no es Banach.
Solucién:
Definamos la sucesién (z™),>1 de la siguiente forma:

n_J3, k<n
Tk = 0, k>n

Claramente (2"),>1 C ¢7. Sea € > 0. Consideremos N € N tal que % < e. Sean n > m > N. Entonces

2 — 2™ L 1o
=Moo = —— < —= .
m+1 N €

Por lo tanto (z"),en es una sucesién de Cauchy. Definamos ahora la sucesién = = (zg)ken € € con
T = % Dado € > 0 consideramos el mismo N € N anterior y asi

Por lo tanto 2™ — 2 en £* y claramente = ¢ ¢/. Como ¢/ es un subespacio de £>, por unicidad del
limite no puede existir y € ¢/ tal que 2™ — y. Se concluye que (¢f,] - |lo) no es Banach.

Demuestre que ¢/ es denso en 7 para todo p € [1,00).

Solucién:
Sea p > 1. Sean = = (xk)ken € P y € > 0. Como Z |zk|P < oo, existe n € N tal que
keN
S < o7,

k>n

Definamos y € ¢/ de la siguiente forma:

Entonces

e~ yllp = (Z 2 ym)é - (Z mv)); <.

keN

Por lo tanto £/ es denso en /7.

Demuestre que £°° no es separable.
Indicacién: Considere, para cada A C N, la sucesién 24, dada por Jsﬁ =1lsin€c Ayxad =0sine A
Solucién:
Definamos las sucesiones de la indicacién. Notemos que si A # B, entonces existe k € N tal que xﬁ #+ x,’f ,
o equivalentemente |zj —zf| = 1. Asf |24 —25| = 1y por lo tanto B(z*, 1)NB(2?, 1) = @. Notemos
que

{e*}acn| = [P(N)| = c.

Esto quiere decir que hay una cantidad no numerable de bolas disjuntas dos a dos. Recordemos que un
conjunto denso debe tener interseccién no vacfa con toda bola, en particular con las {B(z?, %)}Ag\m
Por lo tanto este conjunto no puede ser numerable.



f) Considere el conjunto P = {x € {* : x, > 0 Vn € N}. Pruebe que P tiene interior vacio en ¢*.
Solucién:
Sean z = (xy)en € Py € > 0. Demostraremos que B(z,e) € P. Notemos que Zxk < ooy por lo

keN
tanto z — 0. Entonces existe n € N tal que para todo k > n, zy < §. Definamos la sucesiéon

_Jre—35, k=n
Ik = { Tk, k#mn
Asi y = (yr)ren ¢ P. Sin embargo,

13
lz =yl = | — | = 5 <€
keN

Por lo tanto P tiene interior vacio en 1.



