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Solucion P3 Control 1

Sean E y F dos espacios topolégicos, f : E — F una funcién y Gy = {(z, f(z)) : « € E} C E x F su grafo.
Demuestre que f es continua si y sélo si la aplicacion

¢ : F — Gf
z — (z,f(z))

es un homeomorfismo. Indicacion: Para la implicacion en uno de los sentidos, pruebe que para todo B C F,
F7UB) = 0-1((E x B)NGy),

Solucién:

Veamos primero que ® es una biyeccién. Por la definicién de grafo se tiene que Im(®) = G, por lo que es
sobreyectiva. Sean ahora z,y € E tales que ®(x) = ®(y), es decir, (z, f(x)) = (y, f(y)), lo que implica que
x =y. Asi, ® es también inyectiva. (0.2)

Demostremos la indicacién. Sea B C F',

O '(ExB)NGy)={z € E:®(x) € ExBy={z € E:(z,f(x)) e ExB}={z € E: f(z) € B} = f(B)

Supongamos que ® es un homeomorfismo. Sea B C F abierto. Sabemos que f~1(B) = & 1((E x B)NGy) y
que (E x B) NGy es abierto en Gy (con la topologfa traza inducida por la topologia producto) ya que E x B
es abierto en E x F. Como ® es continua se concluye que f~1(B) es abierto y por lo tanto f es continua.
(0.6)

Supongamos ahora que f es continua. Veamos que ® es continua. Debemos demostrar que la preimagen de
todo abierto de Gy es un abierto en E. Notemos que basta considerar conjuntos de la forma (A x B) N Gy
con A abierto en E'y B abierto en F'. Esto ya que si U es abierto en Gy, existe W abierto en E' x F' tal que
U=WnNGyycomo W es un abierto en la topologia producto, existen familias de abiertos {A;}icr, {Bi}ier

en F y F respectivamente tales que W = U(Ai x B;). Asi,
iel

PN U)=d Y (WNGp) =071 (U(Ai x By;) me> = U &1 ((A; x B;)) N Gy)

i€l i€l
Notemos ahora que
P N((AxB)NGy)={r € E:(z,f(x)) € Ax By =An f1(B)

Como f es continua, este conjunto es abierto y por lo tanto ® es continua. (0.6)
Veamos por tltimo que ®~! es continua. Sea U abierto en E. Demostraremos que ®(U) es abierto. En efecto,

QU) ={(z, f(z)):x €U} =(Ux F)NGy (abierto en Gy)

Por lo tanto ® es un homeomorfismo. (0.6)
Sean E y F dos espacios topolégicos. Sean A C E, B C F. Demuestre que A x B = A x B. En particular,
demuestre que A x B es cerrado en E X F siy sélo si A es cerrado en E y B es cerrado en F.
Solucién:
Sea (z,y) € E x F. Notemos que, por la definicién de la topologfa producto, si llamamos V(z) al conjunto de
vecindades de z, {U x V : U € V(z),V € V(y)} es una base de vecindades de (z,y). Por lo tanto

(x,y) € Ax B YU e V(z), VEV(y), (AxB)NU XV) # &
YU e V(z), VeV(y), (ANU)x (BNV) £ o
YU eV(z), VeV(y), ANU#@ N BNV #£o
rcAANyeB
(z,y) € AxB  (1,6)
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Esto demuestra la igualdad de conjuntos. Se concluye que

AxB=AxB
AxB=AxB
A=A N B=B
A cerrado en E A B cerrado en F (0,4)

A x B cerradoen E x F

[

n n
¢) Sean E = HX,», F = HYi dos espacios producto y sean f; : X; — Y; ¢ = 1,...,n. Se define la funcién
i=1 i=1
vectorial

ﬁfi : E — F
= (@1, 2n) — (fi(z1), ..., f(zn))

n
Demuestre que H fi es continua si y sélo si f; es continua Vi = 1,...,n.
i=1
Solucién:
n
Llamemos f = H fi- Supogamos primero que las f; son continuas. Gracias a la misma observaciéon de la
i=1
parte anterior basta ver que la preimagen de todo abierto elemental de F' es abierto en E para concluir la
continuidad de f. Sean entonces V; C Y;, i = 1,...,n abiertos.

AV x - x V) = {21,y 0) €E: fi(w) € Viyi=1,..,n} = f7* (Vi) x --- x £, (V,)

Esto es un abierto elemental de F y por lo tanto f es continua. (1.0)

Supongamos ahora que f es continua. Sean V; C Y;, ¢ = 1,...,n abiertos. Sabemos entonces que ffl(Vl)
-+ x f1(V,,) es abierto. Esto implica que cada uno de los f;*(V;) es abierto. En efecto, sean z; € f; '(V;
i =1,...,n. Entonces existen abiertos U; C X; tales que (21, ...,z,) € Uy x---x U, C fl_l(Vl) XX f (W,
es decir, z; CU; C f;l(VZ-) para todo i = 1,...,n. Por lo tanto las f; son continuas. (1.0)
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