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Numeremos los papeles adheridos de 1 a n, y sean X1, ..., X, variables aleatorias dadas por

1 si el i-ésimo papel es rojo
X; = }
0 si es blanco.

Dado que la cantidad total de papeles que habia en la fiesta era grande, es razonable suponer
que los X; son independientes y con ley Bernoulli de parametro p igual a la probabilidad
de que un papel sea rojo. Como los papeles rojos provienen de la caja ctbica, se tiene que
p=C/(C+E),siendo C el volumen del cubo y E el volumen de la esfera. Ademas, notemos
quer=>" X;=nX,yqueb=n—r=n(l-X), con lo cual tenemos:

6b  n(l—X) 1 1
— =6 =6(=—1 -1
o o) e

donde en el tltimo paso hemos utilizado que X converge casi seguramente a E(X;) = p
cuando n — oo, gracias a la ley fuerte de los grandes niimeros. Reemplazando el valor de
p=C/(C+ E) y anotando R al radio de la esfera (luego el lado del cubo es 2R), tenemos:

4. R3
6()_>6<C'ZE_1) E_ sTRY

Es decir, suponiendo que n es relativamente grande (digamos, mayor que 30), se tiene que
6b/r deberia parecerse a 7, como deseaAbamos mostrar.

r

Los X; siguen una N (i, 02), con ambos pardmetros desconocidos. Planteamos las hipotesis

HO U= 7
Hy:p<T.

Trabajamos con el estadistico ~
X —p

s/v/n’

el cual se distribuye como una t-student con n — 1 = 24 grados de libertad. Sabiendo que
S X, =172,508 y s = /0,04 = 0,2 = 1/5, obtenemos que el valor observado del estadistico
T bajo la hipotesis Hy es:

Toos = —2y5— =~ 5 = D Xi— 25 x 7= 172,508 — 175 = —2,492.
Vs

El p-valor del test corresponde a la probabilidad, bajo Hy, de obtener un valor al menos tan
extremo como el de la muestra. Usando la simetria de la distribucién ¢-student y mirando
una tabla, obtenemos:

p—valor = P(T < Tobs ’ H()) = ]P’(t24 < —2,492) = ]P’(t24 > 2,492) = 0,01

Es decir, el p-valor es de 1%. Para a = 5%, esto significa que debemos rechazar Hy, con lo
cual se concluye que la maquina efectivamente estd produciendo piezas con grosor inferior
a7 cm.
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Calculemos el estimador de méxima verosimilitud . La funcién de verosimilitud es

" 0
H xiljp ) (%‘)] .
i=1

Como cada x; correponderé a una realizacién de la variable aleatoria, se tendra que x;
siempre pertenece al intervalo [0, 1], de modo que las indicatrices anteriores son siempre
1. Tomando logaritmo de L y derivando con respecto a 8 e igualando a 0 para maximizar,
tenemos:

n n

Lz, ... an;0) = [ [ f@i) =[]0 + D)af 15 (zi) = (0 + 1)"

=1 i=1

__dlog L

0 do

d n
= nlog(1l+ 0) +0;logxi

Despejando 0 y reemplazando los X;, obtenemos Oy = —(1+n/>"  log X;). Veamos
el estimador de los momentos Omom, para lo cual necesitamos calcular la esperanza de
distribucién comin de los X;:

[e’e) 1
E(Xl):/_ a:f(x)d:c:(9+1)/0 x'9+1dx221;

Imponiendo la ecuacién X = E(Xy) = (04 1)/(0 + 2) y despejando 6, obtenemos
Omom = (1 - 2X)/(X - 1)

Por la ley fuerte de los grandes ntmeros, sabemos que X converge casi seguramente a
E(X;)=(0+1)/(0+2) cuando n — oo. Por lo tanto:

; :1_—2X_>1—2§%:0+2—2(9+1):9
mom X _1 z%_ 9+1_(0+2) )

lo cual prueba la convergencia deseada para el estimador de los momentos. Para pro-
bar la convergencia del estimador de méxima verosimilitud, definamos Y; = log X; y
calculemos E(Y7):

1 1 1 $0+1 1
E(Y1) :/0 log(z)(1 + 0)xldax = [log(az)xeﬂ‘o /0 . d:p] =01
Ademas, notemos que Oy = —(1 +1/Y). Por la ley fuerte de los grandes ntimeros
sabemos que Y converge casi seguramente a E(Y;) = —1/(0 4+ 1) cuando n — oo, con

lo cual se concluye lo buscado:

émv—>—<1+ 11 ):—(1—(9+1)):9.
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Utilizamos el estadistico ~
X —p

T=




el cual sabemos que tiene distribucion t-student con n —1 = 24 grados de libertad. Para
encontrar el intervalo buscado, imponemos que T esté en un intervalo simétrico:

95 % =P(T € [—¢,c]) =1=P(|T| >¢) =1-2P(T > ¢),

es decir, P(T" > ¢) = 2,5%. De una tabla de una t-student, obtenemos ¢ = 2,064.
Despejando p en la inclusion T' € [—c, ], tenemos:

<X_“<
— C C
— — CS
& X — <u< X+ —
S u < +\/ﬁ

o8
4D
Notando que s? = 5 5°(X; — X)? = 290 = 100, se tiene que cs/\/n = 2,064 x
10/4/25 = 4,128. Con esto, el intervalo buscado es:

X— 2 X+-2|=[65—-4,128, 65+4,128] = [60,872, 69,128
\/7 ‘\/7

2) Utilizamos el estadistico

V=(mn-1) z—;i

el cual sabemos que posee distribucién chi-cuadrado con n — 1 = 24 grados de libertad.
Imponemos 95% = P(V € [a,b]), donde a y b satisfacen simetria de probabilidad, es
decir P(V < a) = P(V > b). Por lo tanto P(V > a) = 975% y P(V > b) = 25%, vy
de la tabla se obtiene a = 12,4 y b = 39,4. Despejando o2 en la inclusién V € [a, b],
tenemos:

2
a<(n—1)— <b

o2
(n—1)s? <o?< (n —1)s?
b a

Notando que (n — 1)s? = > (X; — X)? = 2400, el intervalo de confianza para o2 es

[2400 2400

e ~ 200).
39,4 12,4} 60, 200}

3) El largo del intervalo obtenido para o2 es la diferencia de sus extremos, es decir, (n —
1)s%[1 — 1]. Luego, el valor esperado del largo es

E <(n _ 1) E - H) —n—1) [i - ﬂ E(s2) = 24 x [121’4 - 39174] o2,

2

donde en el ultimo paso hemos utilizado el hecho que s

o2,

es un estimador insesgado de

(a) ComoT = nX, es claro que E(T) = nu = 8n. Utilizando la desigualdad de Markov, tenemos:

E(T)  8n n
>SE)< /2" _ 2
BTz E)< E 112 14

Si queremos que 1 — a < P(T > E), lo anterior implica que 1 — a < n/14, es decir,
n > 14 x (1 — «) > 13. Por lo tanto, necesariamente n* > 13 (6 14).
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(b)

Armaremos el estadistico Z = (X — u)/(o/+/n), el cual sabemos que tiene distribucién
aproximadamente normal estandar, por el TCL. Imponiendo que T" > E ocurra con la
probabilidad deseada, tenemos:

X E_ B _
1—a:P(anE):]P><X_” n u)zP(N(O,l)Z” “)_

>
o/vn =~ o/vn o/vn
Pasando al complemento, obtenemos:

' E_
2,28%:04:::IP’<./\/(0,1)< ; \/§> :P<J\/(0,1)>—;/\/g>7

donde en el ultimo paso utilizamos la simetria de la normal. Mirando una tabla, obtenemos
que la cantidad a la derecha de la tdltima desigualdad debe ser aproximadamente igual a
¢ = 2. Es decir, buscamos n tal que

E
P

o/’

lo cual es una ecuacion cuadrética en la variable x = /n. Explicitamente, la ecuacion es
pux? — ocx — E =0, es decir 822 — 4z — 112 = 0, o equivalentemente: 222 — z — 28 = 0. Las

1+vT+4%x2x28 14225

4 4
Como z es una raiz, s6lo es valida la solucién positiva, es decir, x = 4, con lo cual obtenemos
n* = 2% = 16.
Debemos imponer que 150 % x T' < S ocurra con probabilidad 1 — «. La idea es nuevamente
armar un estadistico aproximadamente normal estandar. Sea v = 150 % = 3/2.

1—04:P(’YT§S):P<§:’YX1‘S§:Y2'> :P<§:(7X1—Yi) §0>
i—1 i=1

i=1

CcC =

soluciones son

T12 =

Llamando Z; = vX; —Y;, lo anterior equivale a 1 —a = P(mZ < 0). La esperanza y varianza
de los Z; corresponden a:

/\::E(Zl):’yu—V:SXS—M:—Q

9
p* = var(Zy) =90 +77 = £ x 4416 = 25,

donde en el calculo de la varianza hemos utilizado la independencia entre X; e Y;. Con esto,
podemos armar el estadistico deseado en base a los Z;:

l_a:P</JZ/x_/%§p/_\/Am> zIP)<J\/(0’1)Sp/_\/%) ZI_P(MO’IbP/_\/Aﬁ)'

Es decir, 2,28 % =~ P(N(0,1) > —Ay/m/p). Como antes, de la tabla obtenemos que —A/m/p
debe ser aproximadamente igual a ¢ = 2, es decir, —\\/m = pc. Despejando m y reempla-
zando los valores de las constantes, obtenemos el m* buscado:

2 2
N pc X2
= —_— = :2 .




