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1. Modelos Paramétricos

El contexto que nos interesa ahora es que estamos observando una variable aleatoria y sabemos
la forma de su densidad, pero ésta depende de un parametro 6 que desconocemos.

El ejemplo clésico es que estamos observando como se lanza una moneda y podemos tomar todos
los datos que queramos (como nimero de caras y sellos obtenidos), ademés de ésto estamos todos
convencidos que el lanzamiento de una moneda sigue un modelo Bernoulli(p), pero no sabemos
el valor del parametro p, por supuesto que nos gustaria saber cuanto vale p y es el trabajo de la
estadistica estimarlo adecuadamente.

Definicién 1.1 (Modelo Paramétrico). Dado © C R, diremos que la familia dada por { f(x|0) :
0 € ©} constituye un modelo paramétrico cuando ¥V 0 € © se tiene que f(x|0) es funcion de
densidad (o bien ley de probabilidad).

Ejemplo 1.1. Considerando el ejemplo de la moneda, identificando x = 1 por cara y x = 0 por
sello, tenemos que

flalp) =p*(1—p)'"  2€{0,1}

Por supuesto acd el conjunto de los valores posibles de p es © = [0, 1].

Ya tenemos definida una familia de funciones que estudiaremos, para poder deducir propiedades
necesitaremos datos. Nos concentraremos solo en aquellos datos que son obtenidos mediante un
muestreo aleatorio simple (m.a.s.). La forma méds intuitiva de pensar en un m.a.s. es que tenemos
una poblacion de N individuos y queremos muestrear n datos de una caracteristica de ellos, para
eso ponemos N bolitas en una urna y extraemos de a una con reposicién n bolitas.

Definicién 1.2 (Muestreo Aleatorio Simple). Una coleccion Xy, --- , X, de variables aleato-
rias constituyen un m.a.s. st provienen de la misma distribucion y son independientes.

Si tenemos datos X1, - -+, X, que entendemos como “realizaciones de la v.a.” queremos estimar
el valor de . A una funcién de aquellos datos (y sélo de datos) la llamaremos “estimador”.

Definicién 1.3 (Estimador). Dados los valores muestrales X1, - , X, correspondientes al mo-
delo paramétrico {f(z]0) : 0 € ©}, un estimador es cualquier funcion de los valores muestrales
G(Xl, -, X)) tal que 6 €O csi sequramente.

Ejemplo 1.2. Supongamos el modelo exponencial, donde f(z|\) = Ae Lm0 y © = (0,00).
Luego sequn la definicion, cualquier funcion de los datos Xi,---,X, tal que sea positiva con
probabilidad 1 se llamam estimador.

En particular A= 1 ZZ 1 X; es estimador, pues como cada X; es positivo el promedio tam-
bién lo serd. Asi tambzen )\2 = max{ Xy, -, X,} es estimador. Por otro lado )\3 = —X; no es
estimador.



2. Propiedades de los Estimadores

Por la definiciéon de estimador casi cualquier cosa puede ser un estimador, por esto es que
formalizaremos la idea de un “buen estimador” (en el ejemplo anterior nos gustaria saber cudl es
mejor de entre A\ y 5\2) Para esto pensaremos de ahora en méas que el modelo paramétrico esta fijo
y que tenemos una muestra Xi,--- , X, de tal modelo.

~

Definicién 2.1 (Sesgo). Sea 0 un estimador de 0, definimos Sesgo(f) = E(0) — 0. Ademds

~

diremos que 0 es insesgado si Sesgo(f) = 0.

Definicién 2.2 (Consistencia). Sea 0 un estimador de 6, diremos que 0 es consistente si converge
en probabilidad a 0, esto es: Ve >0, P(|0 — 0| > ¢) — 0 cuando n — oc.

En la practica la definicién anterior no es muy facil de aplicar, por eso siempre que nos in-
terese saber la consistencia de un estimador usaremos el teorema siguiente que aceptaremos sin
demostracion.

Teorema 2.1. Sea 0 un estimador de 0, se tiene que si Var(0) — 0 y B(6) = 0 cuando n — oo,
entonces 0 es estimador consistente.

Definicién 2.3 (Error Cuadritico Medio). Sea 0 un estimador de 0, definimos el error
cuadrdtico medio (e.c.m.) de 6 como

ECM(0) = E ((é - 9)2)

Las definiciones que hemos dado dependen claramente del valor de 6 y ademés de n (el tamano
muestral). Obviamente los buenos estimadores serdan aquellos consistentes, es decir, los que tienen
sesgo y varianza pequena, veamos que esto equivale a tener e.c.m. convergente a cero:

Proposicion 2.1. Sea 0 estimador de 6, se tiene que

ECM(0) = Var(d) + Sesgo(0)?

DEMOSTRACION.
ECM@B) 2 E ((9 - 9)2)

= E((10-E0) - [0 - EO))?)

= E([ - E@) - 200 - E@)]l0 - BO)] + [0 - EO))

- E ([é E(é)}?) 900 — E(9)|E (é - E(é)) [0 — E@)]

— Var(d) — 26 — E()|E (é - E(é)) + Sesgo(0)?

— Var(d) — 26 — E(9)] <1E(é) - E(é)) + Sesgo(d)

— Var() + Sesgo(f)?

]

Ejemplo 2.1. Sea X, -+ , X,, un m.a.s. del modelo uniforme en [0,6], con § > 0 desconocido. Se

pide estudiar la consistencia del estimador 6 = 23 X



Solucidén: Observamos que si X ~ U(0,0), entonces E(X) = £, por lo que 2E(X) = 0, es decir,
el promedio es la mitad del intervalo, por lo que si lo multiplicamos por 2 se tiene el extremo del
intervalo. Tiene entonces sentido el estimador 0 que es 2 veces el promedio empirico.

E{)=E (% Zn: X,-)

n

=1
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Sigue que 6 es insesgado, luego la consistencia depende sélo de la varianza. Usaremos que la

. . . b—a)?
varianza de una uniforme en |a,b] es conocida y vale %

Var(d) = Var (% 2”: Xi)

2\ <
(por independencia) = (—> ZVGT(Xi)

n =1
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Sigue que Var(6) — 0 cuando n — oo, por lo tanto el estimador es consistente. ;Tiene sentido
que la varianza crezca con el valor de 0¢

3. Maxima Verosimilitud

Ahora lo que buscamos es un método para obtener estimadores, por supuesto hay varias técni-
cas, pero veremos solo una que es la mas usada.

Definicién 3.1 (Funcién de Verosimilitud). Dada una muestra de v.a. X1, -+, X, del modelo
paramétrico f(x|0), definimos la funcion de verosimilutd del pardmetro 6 como

n

LOIXy, -, X,) = [ F(X00)

i=1

Observemos primero que una densidad depende de 6 y es funciéon de x, pero la funciéon de
verosimilitud no. Por el contrario, tomamos 6 como variable y fijamos los valores X;.

Por otro lado, si las v.a. Xy, -+, X, fueran independietes y cada una con densidad f(z;),
entonces escribimos la densidad conjunta fx, .. x, (z1,- -+ ,2,) = [, f(x:). Por lo tanto la funcién
de verosimilitud no es nada mas que la densidad conjunta (asumiendo independencia).

Definicién 3.2 (Estimador Maximo Verosimil). Diremos que 0 es un estimador de mdzima
verosimilitud de 0 si:



0 € argmdz L(0| X1, -, X,,)
0co
Ejemplo 3.1. Sea Xy, ---, X, un m.a.s. del modelo exponencial, con A desconocido. Se pide
estimar mediante mdxima verosimilitud el pardmetro.
Solucién: Se tiene que f(x|\) = Xe ™%, luego la funcién de verosimilitud es

L) =[[re ™ =a [ e = ame =i

i=1 =1

Denotando X como el promedio empirico, tenemos que Yo X = nX por lo que podemos
escribir )
L(X) = A'em™¥

Ahora buscamos el X € (0,00) que mazimice L, entonces derivamos para obtener las condiciones
de primer orden ) )
n)\n—le—n)\X o n)\nXe—n/\X =0

Despejando la ecuacion para )\ se obtiene A = X!, es decir, el estimador mdximo verosimil es el
1mverso del promedio empirico.



