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1. Vectores Aleatorios bi-variados

Nuestro interés esta en variables aleatorias X e Y que no son necesariamente independientes,
trabajaremos con vectores bi-variados, las generalizaciones a n variables no son dificiles de extender
y por tanto quedan propuestas.

Definicién 1.1. Diremos que el par (X,Y) es un vector aleatorio si X e 'Y representan variables
aleatorias.

La funcién que caracteriza el comportamiento del vector aleatorio es la distribucién conjunta,
ya que entrega la informacion de como se comporta el vector en cada componente y ademas el
comportamiento cuando interactian las componentes (uno pensaria que es mas dificil obtener

P(X >2AY <1) que P(X > 2)).

Definicién 1.2. Sean X,Y : Q — R variables aleatorias, se define la distribucion conjunta como
Fxy(z,y) =PX <2,Y <y)

Las leyes marginales se refieren siempre a como se comporta una v.a. sin tener en cuenta el
resultado de las demas, asi tenemos:

P(X <z) = P(X <zY <o)
= lim P(X <z,Y <n)

n—oo

= lim Fxy(z,n)
n—o0o
Definicién 1.3. Sean X,Y : Q2 — R v.a., definimos las distribuciones marginales como

Fx(z) := ;glgo Fxy(z,y) Fy(y) = xlglgo Fxy(z,y)

1.1. Caso bi-discreto

Definicién 1.4. Diremos que (X,Y) es un vector discreto si X e Y son v.a. discretas, es decir si
evisten Ay, Ay € R a lo mds numerables tales que P(X € A,) =1y P(Y € 4)) = 1.

A los conjuntos de la definicién los llamamos “soportes” de la v.a. y representan “donde toman
valores las v.a. con probabilidad 17, denotamos S(X) = A, y S(Y) = A,.

De la definicién es claro que también existe un conjunto A C R? a lo mds numerable tal que
P((X,Y) € A) =1, pues basta tomar por ejemplo A = A, x A,.

Se busca caracterizar al vector (X,Y), en general Fxy (z,y) es suficiente, pero no es 1til para
los célculos, no asi como la ley conjunta:

Definicién 1.5. Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto, se define la ley conjunta como



1.1.1. Leyes Marginales

Las leyes marginales que denotaremos p; := P(X = i) se obtienen particionando el espacio:
dado que los eventos Y = j e Y = j’ son disjuntos Vj # j' (una v.a. no puede tomar dos valores a
la vez) y recordando que dada una particién {A;};en del conjunto A se tiene

P(A) =P (U Ai> => P(4)

i€IN 1€IN

Proposicién 1.1. Sea (X,Y) un vector aleatorio bi-discreto con ley conjunta p;;, entonces las
leyes marginales estdn dadas por

po= Yy ]P(X:i,Y:j):Zpij (1)

Jjes(y)

po= > P =iY=j)=)

i€S(X)

La férmula (1) debe interpretarse como “para un 4 fijo, sumo p;; para todos los posibles valores
de 57, o bien “la probabilidad de que X = i es la probabilidad de que X =i e Y tome cualquier
valor”.

Ejemplo 1.1. Una pareja va al cine y deciden al azar, con prob p € (0,1), si ver una pelicula que
cuesta 1. Suponemos que ambos entran a ver la pelicula o ninguno lo hace. Sea X el dinero que
gasta el hombre e Y el que gasta la mujer, se pide calcular las leyes marginales.

Solucion: Tenemos que

P(X=1Y=0 = P(X=0Y=1)=0
P(X=1Y=1) = »p
P(X=0,Y=0) = 1—-p
Por simetria es claro que la ley marginal de X es la misma que la de Y, gracias a la identidad
(1) tenemos que:
PX=1)=PX=1,Y=0)+PX=1Y=1)=p

Sigue que tanto X como 'Y son v.a. Bernoulli de pardmetro p. En este caso observamos que es
totalmente falso que P(X =1i,Y = j) = P(X =i)P(Y = ).

Propuesto: En el ejemplo anterior mostrar que la distribuciéon conjunta estd dada por

1 siz>1Ay>1
Fxy(z,y)=¢ 0 siz<0Vy<O0
p sizyel0,1)
1.1.2. Distribuciones Marginales
Dadas las leyes marginales, se obtienen directamente las distribuciones marginales:

Fx(z) & P(X <2)

= ) P(X =i

1<x

= > > (2)

i<z jeS(Y)
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donde en (2) se utiliz6 (1). Andlogamente se tiene

Fr)=)_ > py

J<y ieS(X)
Siguiendo con el razonamiento de particionar, la funcién de distribucién conjunta se calcula

CcOomo
Fxy(z,y) =Y >

i<z j<y

1.2. Caso bi-continuo

Aceptaremos la siguiente definicién poco formal, pues para una version completa habria que
introducir conceptos que escapan al alcance del curso.

Definicién 1.6. Diremos que (X,Y) : Q — R? es un vector conjuntamente continuo si existe una
funcion fxy : R? — Ry que llamaremos densidad conjunta tal que VA C R? se tiene

P(X,Y)e A) = //Afxy(:c,y)da:dy

Observacién: En la literatura se puede encontrar la definicién anterior con el nombre de “va-
riable aleatoria absolutamente continua” y definen v.a. continua equivalente a que Fyxy sea una
funcién continua, estas definiciones NO son equivalentes.

Las deducciones en el caso discreto las realizamos con argumentos de particion, usando implici-
tamente la o-aditividad, que es valida para uniones numerables. Como en el caso continuo no
podemos hacer ésto, las deducciones se haran via derivacion.

Proposicién 1.2. Sea (X,Y) vector aleatorio bi-continuo con densidad conjunta fxy

1. Claramente la integral en todo el soporte da 1, de la definicion tomando A = R2?:
/ fxy (z,y)dedy =1
RQ
2. De la definicion, eligiendo A = (—oo,x) X (—00,7)

T Yy
Fxy(z,y) £P(X <z,Y <y) =/ / Ixy(z,y)dzdy

3. Derivando Fxy se puede obtener la densidad conjunta

2

FXY(x’y) = fXY(xvy)

0xdy
1.2.1. Densidades Marginales
Sabemos que
Fx(z) = lim Fiy(z,y)

x oy
— i [ [ foegdedy
Y70 J oo J -0

-/ OO / Z Fv (@, y)dady
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Usando el Teorema Fundamental del Calculo

d d X [o@) o
%FX(QU) = @/OO /OO fxv(z,y)dzdy = /Oo Ixv(z,y)dy

Por lo anterior parece natural definir

Definicién 1.7. Sea (X,Y) vector aleatorio bi-continuo con densidad fxy, definimos las densi-
dades marginales como

Fxla) = /R Py frly) = /R Far (@, y)de

Antes de ver un ejemplo introducimos el concepto de indicatriz, esta funcién es en extremo 1til
para los calculos, ademas se utiliza también en otros ambitos, como en logica difusa, estadistica y
optimizacion.

Definicién 1.8. Sea A C R", la funcion indicatriz Ly se define como

1 1 sizeA
EEA "0 sizg A

Ejemplo 1.2. Consideremos el vector aleatorio (X,Y) con densidad fxy(x,y) = Cﬁﬂ{xzy,yy}.
Se pide calcular las densidades marginales.

Solucion: Para resolver el problema hay que calcular ¢, siempre es mejor obtener las marginales
primero y después obtener c, pues asi no tendremos que trabajar dos veces.

Primero calculamos fx, para esto debemos tomar x > 1 fijo e integrar respecto a y:

lI>
o
S
b<
~—~
8
<
~—

U
<

fx(z)

= fx(x) = c—(l——) r>1

Para calcular la densidad marginal fy nos damos un y > 1 fijo e integramos respecto a x:

1
fr(y) = /]chg—?ﬂ]l{wy,yx}div

1 [>1

= C—2 —2dl’
Yy Jy
1 (—1>°°

— ==
2
Y T ) gy
1

= fy(y) = CE y=>1



Finalmente

c c 1
Fry) = E]l{zel} fx(@)=— <1 - ;) La>1y

Para calcular ¢ se utiliza el hecho de que la integral en R de una densidad vale 1:

Concluimos que ¢ = 2. St hubiéramos integrado fx sobre R en vez de fy nos hubiera resultado
mdgicamente' lo mismo.

zy?—2y°—a+2y

Propuesto: En el ejemplo anterior, muestre que Fxy (z,y) = v

cuando x >y > 1.

2. Independencia

Definicién 2.1. Diremos que X e Y wv.a. son independientes, denotado X 1LY, si cumplen que
para cualquier par de conjuntos A y B se tiene

P(X € AY € B)=P(X € A)P(Y € B)

La definicion es dificil de trabajar, por lo que se hace necesario tener més caracterizaciones de
independencia. Aceptaremos el siguiente Teorema sin demostracion.

Teorema 2.1. Sea (X,Y) un vector aleatorio, las v.a. X eY son independientes ssi

1) Fxy(z,y) = Fx()Fy(y)
2) Es vector bi-discreto y p;; = pip;

3) Es vector bi-continuo y fxy(z,y) = fx(z)fy(y)

Las caracterizaciones 2 y 3 son las mas ttiles, pero la 1 es valida para casos generales, por
ejemplo X continua e Y discreta.

Ejemplo 2.1. Estudiar la independencia de (X,Y) con ley p;; = # para i,j € {1,2,--+ ,N}.
Solucion: Calculamos la marginal de X :
Al

N
1 .
pi—jzlpz’j—Zm—N 1=1,2,---,N

J=1

Resulta entonces que X tiene ley uniforme discreta entre 1 y N, de forma andloga p; = % para
j=1,---,N. En virtud del Teorema 2.1 tenemos que X 1Y por cuanto p;; = pip;.

IPor supuesto que no es coincidencia, se puede demostrar la equivalencia



3. Esperanza de Una Funcién

Definicién 3.1. Sea (X,Y) un vector aleatorio y sea g : R?* — R funcidn a valores reales. Defini-
mos la esperanza de g como

E(g Z Z i, J)pij si (X,Y) es bi-discreto (3)
1€5(X) jeS(Y)
// (z,y) fxy(x,y)dxdy s1 (X,Y) es bi-continuo (4)
]RQ

El siguiente teorema es una implicancia de la independencia, cuidado con la reciproca: es falso
que E(XY)=EX)EY)=X LY.

Teorema 3.1. Sean X,Y wv.a. independientes, entonces E(XY) = E(X)E(Y)

DEMOSTRACION. Haremos la demostracién para el caso continuo, el caso discreto es andlogo y
queda propuesto.

Sean fx, fy las densidades, sabemos por independencia que fxfy es la densidad conjunta.
Tenemos que calcular la esperanza de la funcién g(x,y) = xy, por definicién:

E(XY) = / /}R wyfxy (@, y)drdy

_ /R /R 2y fx (2) fy (y)dady
_ /}R v fy ()da /R yfy (y)dy

E(X)E(Y)

>

O
Ahora tomamos una funciéon que llega a R", es simplemente una extension de la definicién que
ya vimos:

Definicién 3.2. Sea (X,Y) un vector aleatorio, y sea g : R* — R™, se define
E(g(X,Y)) == (E(g:(X,Y)), B(g2(X, V), - -+, E(gm (X, Y)))
La esperanza (“a secas”) del vector (X,Y’) es mediante la funcién g(x,y) = (z,y), con lo que
E((X,Y)) == (E(X), E(Y))

Ejemplo 3.1. A un negocio llegan dos tipos de clientes en un dia, denotemos X la cantidad de
clientes de tipo 1, que reportan utilidad 71, Y la cantidad de clientes de tipo 2 que reportan utilidad
mo. Sabiendo que P(X =14,Y = j) =c(i+7) parai,j = 0,1,2 se pide calcular la utilidad esperada
del negocio.

Solucidn: Definamos para esto g(x,y) como la utilidad dado que llegan x clientes del tipo 1 ey



clientes del tipo 2. Se tiene que g(x,y) = xm + yma, sigue que la utilidad esperada es segin (3)

B(g(X,Y)) = > > gl j)pi

=0 j=0
2 2
= CZZ(“H + Jma) (i + j)
=0 j5=0
1 2 2
E(g(X, Y))E = Z Z(i27Tl + j°my + ji(m + m3))
i=0 j=0
2 2 2 2 2 2
= DD PmA) > im+) ) jilm+m)
=0 7=0 =0 7=0 =0 7=0
2 2 2 2
D DTS SERRUEEA) 91D 9
=0 7=0 =0 7=0

157T1+157T2+(7T1+7T2>'3'3
= E(g(X,Y)) = 24c(m + m)

Sélo para fijar ideas calculemos la ley de X, intuitivamente la esperanza de la utilidad asociada
a los clientes de tipo 1 es mE(X).

pa
»
I
I
MN

’ cli+37)
= c(i+@GE+1)+(+2)
=P(X =4 = 3c(i+1)

<
Il
=)

Luego
EX)=1-P(X=1)42-P(X=2)=1-6¢c+2-9¢c = 24c

Vemos que ésto es consecuente con el hecho de que la esperanza de la utilidad es 24cmy + 24cmy

Propuesto: Muestre que en el ejemplo anterior las v.a. no son independientes, que ¢ = 1—18 y en
7

el caso m = 1,m = 2 se tiene que la varianza de la utilidad es 3

4. Funciéon Generadora de Momentos

La funcién generadora de momentos nos sera 1til como herramienta para identificar distribu-
ciones, se encuentran tabuladas las funciones generadoras de muchas funciones conocidas (Poisson,
exponencial, etc), entonces para encontrar la distribucién de una nueva variable aleatoria a veces
puede ser conveniente calcular su funcién generadora para concluir utilizando las que son conocidas.

Definicién 4.1. Sea X una v.a. y n € N, se define el momento de orden n de X como E(X™).
Definicién 4.2. Sea X una v.a., se define la funcion generadora de momentos de X como
Ux(t) = E(e") (5)

el dominio de ¥y es t tal que la esperanza en (5) converge.
La mayor gracia de la funcién generadora de momentos es el siguiente teorema, que aceptaremos
sin demostracion.



Teorema 4.1. Sean X,Y wv.a., si Yy (t) = ¥x(t) entonces X e Y tienen la misma distribucion.
Las siguientes propiedades son muy utiles para los calculos
Proposicion 4.1. Sean X,Y wv.a.
1. SiYx es k veces derivable, entonces
d*
Srux(n)| =B

t=0

2. X LY = ¥xiv(t) =¢x(t) -y (t)

DEMOSTRACION. (1) queda propuesto, demostraremos (2):

Sean X,Y independientes, luego las v.a. U = X y V = ¢!
por Teorema 3.1 E(UV) = E(U)E(V) , tenemos entonces:

Uiy (t) 2 E(Y) = EUV) = E(U)E(V) = tx (t)y (t)

Y son independientes, por lo tanto

]

Ejemplo 4.1. Sean X, Y ~ N(0,1), con X 1LY, encuentre la distribucion de Z = X +Y .

Solucidn: Se vio en clases que si R ~ N (u,0?), entonces su funcion generadora de momentos

0242 2 ) o L
es Yr(t) = ™73 Luego en nuestro caso Ux(t) = eT, que es igual a ¥y, utilizando la proposicién
anterior:
2 42 2¢2

Identificamos que ¥y es la funcion generadora de momentos de una v.a. normal de media 0 y

varianza 2, en virtud del Teorema 4.1 sigue que Z ~ N (0,2).

5. Teorema del Cambio de Variables

El siguiente teorema es muy 1til cuando queremos calcular la densidad de una funcién de una
v.a., la demostracién se vio en clases, por lo que no se repetira aca.

Teorema 5.1. Sea (X,Y) un par conjuntamente continuo con densidad fxy, sea U C R? abierto
tal que P((X,Y) € U) = 1. Sea ¢ : U — o(U) funcidn € C*(U) biyectiva con det(J(p)) # 0.
Entonces si denotamos (Z,W) = p(X,Y)

fzw(z,0) = fxy (o7 (z,w))|det(J (™) 1 w)epen)

Ejemplo 5.1. Sean X,Y ~ exp(\) con X L Y. Se pide calcular la densidad del vector aleatorio
(X3Y).

Solucion: Para lo anterior usaremos el teorema del cambio de variables, por lo que reconocere-
mos todos los términos y comprobaremos las hipotesis.

Sea el abierto U = (0,00) x (0,00), claramente P((X,Y) € U) = 1. Definamos p(z,y) :=
(23,1), esta funcion es continuamente derivable, y es claramente biyectiva, mds ain si denotamos
o(z,y) = (z,w):

o (2 w) = (7, w)

Calculemos el jacobiano de ™', si estd bien definido en U quiere decir que det(J(p)) # 0.

s = (70 0)



Luego, como (0,0) ¢ U el jacobiano esta bien definido y su determinante es %z_%.

Tenemos también que p(U) = (0,00) x (0,00), luego (z,w) € p(U) <= z,w > 0.
Como X 1L Y su densidad conjunta es
Fxy (x,y) = fx (@) fr(y) = Ae M L mpphe Mg

por Teorema del cambio de variable:
faw(zw) = fey (e (z,w))|det(J (™)L wiepwn)

1 _»2
= fXY(%aw)gz 314z w) e}

1 s
A3 -3
= AV Ae w0137 Hewepw

/\2 Az _—Aw

= 32 36 \[ ]l{%>0}]l{w>0}]l{(z,w)€go(u)}
A 2

= L mie M WEew 125000}
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Propuesto: En el ejemplo anterior mostrar que Z L W'y que E(Z) = 3.

6. Covarianza y Correlacion

No siempre es facil estudiar la independencia, por eso usaremos conceptos que tomaran mayor
relevancia en la parte estadistica, que ademas en sus versiones empiricas son los verdaderos objetos
de estudio al momento de ver independencia.

Definicién 6.1. Sean X,Y : Q — R v.a. que cumplen E(X?),E(Y?) < oo, se define la covarianza
entre X eY como
coo(X, V) 1= BI(X — E(X))(Y — E(V)
Bajo los supuestos de la definicién la covarianza esta bien definida (cov(X,Y) < o0), ahora se

puede calcular como esperanza de una funcién, por ejemplo si (X,Y) es un vector conjuntamente
continuo, entonces de la identidad (4) tomando g(x,y) = (z — E(X))(y — E(Y)):

cov(X,Y) / / z— Yy — E(Y)) fxy (2, y)dzdy

La covarianza es una medida de relacion entre las variables, es adecuado pensar que si la
covarianza es muy grande entonces las v.a. estan fuertemente relacionadas; si es muy negativa por
ejemplo se intuye que las v.a. estan muy relacionadas y que ademas cuando una aumenta el valor
la otra disminuye.

Para medir distintas variables, la covarianza puede ser enganosa por cuanto depende de la
unidad de medida de las variables, por esto se “estandariza” como el coeficiente de correlacién
(lineal), este si es comparable entre distintos pares de variables.

Definicién 6.2. Sean X,Y : Q — R v.a. con E(X?),E(Y?) < oo, se define el coeficiente de

correlacion como
cov(X,Y)

V' Var(X)\/Var(Y
El coeficiente de correlacién cumple —1 < p(X,Y) < 1.
La propiedad mas famosa de la covarianza es

X LY =cov(X,Y)=0

p(X,Y) =

Es importante recalcar que la implicancia es sélo hacia la derecha, cov(X,Y)=0# X L Y.
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7. Condicionalidad

Ya se ha visto que la probabilidad condicional induce una medida de probabilidad, es decir,
dado un espacio de probabilidad (€2, F, P) si tomamos a B C €2 con P(B) > 0, entonces P(-|B) es

medida de probabilidad, donde:

P(A|B) :— %

Lo que ahora nos motiva es reemplazar el evento B por el evento Y = y donde Y es una v.a.,
en el caso discreto esto es mas natural que en el caso continuo, pero luego uno se convence.

7.1. Caso Discreto

Definicién 7.1. Sean X,Y : QQ — R v.a. discretas, se define la probabilidad de que X = i dado
que Y = j cuando P(Y = j) > 0 como

P(X =4,Y =)

P(X =iy =j) = P77

Dada la definiciéon anterior consideraremos como ley condicional a la coleccién de todos los
valores de probabilidad condicional, denotaremos para P(Y = y) > 0 a la ley condicional de X

dado Y como
P(X =2,Y =vy)

PY =y)
Observamos que para calcular la ley condicional necesitamos la ley conjunta p;;, en efecto es
facil ver que

PX|Y(x|Z/) =

o Dij
pxy (i) = = —
| k Pkj

Si tenemos la ley marginal de Y y la ley condicional de X dado Y, entonces tenemos toda la

informacién que necesitamos sobre el par (X,Y), pues de la definicién:

P(X =i,V =j) = P(X =iy = j)P(Y =) (6)

si en ambos lados de (6) sumamos sobre j y aplicamos en el lado izquierdo la identidad (1):

= P(X =i) = ZIP(X =iy = j)P(Y = j)

7.2. Caso Continuo

En este caso es un poco raro pensar en el observable Y = y, ya que si Y es v.a. continua,
entonces Yy € R, P(Y = y) = 0, la intuicién es que si bien eso es cierto, cuando uno echa a correr
una v.a. igual se obtiene un resultado (alguna temperatura se observa por ejemplo) y este hecho
da informacién sobre la ocurrencia de la v.a. X.

Definicién 7.2. Sean X,Y : Q — R v.a. conjuntamente continuas, es decir, que tienen densidad
conjunta fxy, se define la densidad condicional de X dado el observable Y =y como

leY($|?/) = %@fj)ﬂ{fﬂww}
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Ademas definiremos para A C R la probabilidad de que X € A dado un observable como

P(X €AY =y) = [ Favalyo

La principal herramienta que tendremos para calculo mediante probabilidades condicionales es
el siguiente Teorema (la demostracion se vio en clases, por tanto queda propuesta):

Teorema 7.1. Sean X,Y : Q2 = R v.a. conjuntamente continuas, para A C R se tiene que

MXem:ArmEszwh@@

7.3. Esperanza Condicional

Tendremos la esperanza definida andlogamente que para el caso conjunto, solo que se reemplaza
ley (densidad) conjunta por la condicional, asi dada una funcién g : R — R se tiene en el caso

discreto
E(g(X)|y) =Y _ g(i)pxpy (ily)
icN
y en el caso continuo

Mmmwwzéqwnymww

La esperanza condicional debe entenderse como “el mejor estimador dado lo que estamos ob-
servando”, esto lo muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 7.1. Hay dos mdquinas, que fallan un tiempo X y un tiempo Y respectivamente, los

cuales se distribuyen de acuerdo a la densidad fxy(x,y) = ce™™1{>5y>01. Se observa que la

maquina 2 fallo durante un tiempo de 1, jcudl es el tiempo esperado que fallard la mdquina 17
Solucion: Procedemos calculando la ley marginal de Y, tomamos un y > 0 fijo:

1—eY

Y

1
h2 [ e e

0
Por definicion calculamos la densidad condicional para 1 > x,y > 0:

Yy o ye ™
l—ev) 1—e

fxy (zly) £ Ce_xyd

Luego la esperanza condicional dado un y > 0 es

oo 1 —zy 1 —eY
. B ye _.ty-e
E(X]Y) 2 /0 z fxpy (zly)de = /0 T = y(1— ev)

Por lo que, dado que se observé Y =1, E(X|Y =1) = % ~ 0,41.
Propuesto: En el ejemplo anterior, muestre que E(X) = ce™! (no calcule ¢). Muestre que las
v.a. no son independientes, dado este hecho ;jesperaria que E(X) = E(X|Y = 1)?

Ya hemos visto varias herramientas, en particular se vio que dada la ley condicional se puede
obtener la marginal, asi para calcular I£(X) se puede primero obtener la marginal y luego aplicar
definicién de esperanza, a veces esto complica, por lo que se tiene el siguiente Teorema que nos
ayuda a calcular la esperanza de X dada la condicional (valido para v.a. continuas y discretas).
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Teorema 7.2 (Ley de esperanzas iteradas). Sean X,Y : Q) — R v.a., se tiene que
E(X) = B(E(X]Y))

DEMOSTRACION. Lo haremos para el caso continuo, el caso discreto queda propuesto.
Tomemos X, Y v.a. con densidad conjunta fxy, tenemos que

E(X|Y)é/l;1’fxy($|y)dl': ]R:L‘f)}};<—<:;)y)]l{fy(y)>o}dx

sigue que
BEXY) & [ By )iy

/ R2 x%fy’f)l{h (y)>0}fY(y)d:Edy

= //]szfxy(x,y)d:):dy
~ [ [ rortear) as

= /]Rxfx(m)dm
= E(X)
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