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P1. Sea u ∈ C2(R3). Para x ∈ R3, considere la función

φ(r) :=
1

4πr2

∫
∂B(x,r)

u(y)d~S

(a) Pruebe que

φ′(r) =
1

4πr2

∫
B(x,r)

∆u(y)dy.

(b) Pruebe el siguiente

Teorema 1 (Propiedad de la media). Sea Ω ⊆ R3 un abierto y u ∈ C2(Ω), entonces ∆u = 0, en Ω si y solo si

u(x) =
1

4πr2

∫
∂B(x,r)

u(y)d~S(y), para toda bola B(x, r) ⊆ Ω.

P2. (Fórmulas de Green) Sea Ω ⊂ R3 un abierto acotado de frontera ∂Ω de clase C1. Si u, v ∈ C2(Ω̄), entonces∫∫∫
Ω

u∆v =

∫∫
∂Ω

u
∂v

∂n
dA −

∫∫∫
Ω

∇u · ∇v∫∫∫
Ω

(u∆v − v∆u) =

∫∫
∂Ω

(u
∂v

∂ν
− v ∂v

∂ν
) dA

con ∂u
∂n = ∇u · n̂, donde n̂ es la normal unitaria exterior.

P3. (Ecuación del calor) Sea Ω ⊂ R3 un abierto acotado de frontera regular y u(x, t) la temperatura en x ∈ Ω en el instante
t ≥ 0, la cual satisface

(EC)


∂u

∂t
(x, t) = ∆u en Ω× (0,∞),

u(x, t) = 0 sobre ∂Ω× (0,∞),
u(x, 0) = u0(x) en Ω

donde la condición inicial u0 es una función de clase C1. Pruebe que la enerǵıa del problema

E(t) =
1

2

∫∫∫
Ω

u(x, t)2dx+

∫ t

0

∫∫∫
Ω

|∇u(x, s)|2dxds

es constante para t ≥ 0 y deduzca de esto que (EC) admite a lo más una solución.

P4. Considere una superficie regular y orientable S con campo de normales n̂ y ~F , ~G : R3 → R3 dos campos vectoriales de clase
C1 tales que

~F (~r) = ~G(~r), para todo ~r ∈ S.

Muestre que
rot(~F )(~r) · n̂(~r) = rot( ~G)(~r) · n̂(~r), para todo ~r ∈ S.

De un ejemplo S, ~F , ~G que cumplan las condiciones anteriores pero

rot(~F )(~r) 6= rot(~G)(~r), para todo ~r ∈ S.
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