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Prefacio

La presente es una versién preliminar de un apunte para el curso de
Calculo Avanzado, MA2002, de la Facultad de Ciencias Fisicas y Ma-
tematicas de la Universidad de Chile, que contiene elementos basicos
de Célculo Vectorial, Funciones de Variable Compleja, y series de Fou-
rier con aplicacién al método de separacién de variables para algunas
EDPs clésicas.






Capitulo 1

Elementos de Calculo Vectorial

Comenzamos por revisar algunos conceptos bésicos concernientes
a integracién en curvas (objetos unidimensionales en R? y R3) y en
superficies (objetos de dos dimensiones en R3?).

1. Integracién sobre curvas en RY

Una curva continua en RY es un par (C,7), donde C = ¥([a, b]) y ¥
es una funcién continua 7 : [a,b] — RY, llamada una parametrizacion
de C,

Y1 (t)

(1)

Por simplicidad notacional, denotamos a menudo una curva (en que la
parametrizacién esta subentendida) simplemente C. La curva se llama
simple si no tiene auto-intersecciones, esto es si su parametrizacion es
inyectiva. Llamamos a C una curva de clase C! si su parametrizacién
7 : [a,b] = RY es continuamente diferenciable y tal que

71 ()
F(t) = : # 0 para todo t € [a,b].

v (t)
Esta ultima condicion hace que la curva sea suave, en el sentido de
tener una recta tangente en cada uno de sus puntos: En zq = () la
recta tangente es aquélla de ecuacién

r=u1x0+ Y (t), sER

=/

7' (to) # 0 es un vector tangente a la curva. Fisicamente una curva
C puede representar la trayectoria recorrida por una particula cuya
posicion en el instante ¢ es el punto x = §(t). El vector 7/(¢) representa
la velocidad de la particula en ese instante. Es intuitivamente claro
que si la particula se detiene en un instante dado, la trayectoria podria
perder suavidad. Por ejemplo: () = (¢3, %) Satisface 7/(0) = 0 y la
curva C esta constituida por los puntos del plano (z,y) con ecuacién

7
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2 A .
y = |z|3. Este lugar geométrico tiene una ”punta”, no siendo suave en
el origen.

En la practica, consideraremos en este curso curvas C simples que
sean de clase C' por tramos, esto es, que admitan una parametrizacion
continua 7 : [a,b] — RY tales que para ciertos puntos tg = a < t; <

. < t, = b se tenga que las curvas C; = ¥([t;, t;4+1]) sean de clase
C'. Una curva se denomina cerrada si su parametrizacién satisface

7(a) = 4(b). Le llamaremos cerrada simple si la restriccién de la funcién
7 al intervalo (a, b] es inyectiva.

Debemos observar que una curva dada puede ser recorrida en dos
sentidos opuestos, ya que si la parametrizacién 7 : [a,b] — RY de C le
recorre en un sentido, ¥(t) := 7(b4a—t) lo hace en el sentido opuesto.
Al sentido en el cual la curva es recorrido por la parametrizacion le
llamamos orientacion. A la curva parametrizada por % le llamamos a
veces C~ o —C.

1.1. Concatenacién de curvas. Si 9, : [ai,b1] — RY, 7,
[as, by] — RN, son parametrizaciones C! por tramos, de curvas C; y Co,
tales que 7(by) = ¥(ag) entonces 7 : [a1, by + by — as] — RY definida
cOmo
7@) _ . 5;1<t) te [al, bl]

’yl(ag—i—t—bl) te [b17b1+b2—a2]
La curva parametrizada por 7 (cuyo recorrido es C; UCy) se denomina
C; + Cy. En modo inductivo se define la concatenacién de k curvas C;
como C; + -+ Cp.

1.2. Integracién en Curvas. Comenzamos por definir la longi-
tud de la curva simple de clase C! C, parametrizada por 7, en el modo
siguiente:

f@=/waﬁ

Explicitamente,

170 = \/F 1) + -+ T (0)?

El elemento de longitud dl(t) estd naturalmente representado por la
longitud del ”elemento vectorial de trayectoria”¥(t + dt) — (), la que
escribimos

a0(t) = (130t + dt) — ()| = [| 22 =T

dt

Hﬁzwwwt
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Sea f :C — R una funcién continua. Se define la integral de f sobre C

a la cantidad
/ f(a)de = / FE®) 17 d.

Si f(x) designa densidad de masa (masa por unidad de longitud) en el
alambre C, en el punto = de éste, la cantidad |, ¢ fdl representa la masa
total del alambre.

Como es natural, la nocién de integral sobre la curva C es inde-
pendiente de la parametrizacion utilizada. Si 7 a, b] — RY es otra
parametrizacién inyectiva de la misma curva C debemos probar que

(1.1) /f (b)) at = /f% (7)) dr.

En efecto, la ecuacién
tiene una tnica solucién 7 = 7(t) € [a,b]. La funcién 7 : [a, b] — [a, D]
es biyectiva. Aceptando que esta funcién es de clase C! (este hecho se

puede probar facilmente en base al teorema de la funcién implicita), se
tiene, observando que

() 7' () =7 ()
y haciendo un cambio de variables en la integral, obtenemos

[ sawyizona= [ sGeonEeoiola= [ i

con lo que (1.1) estd demostrado.

Si tenemos que C es la concatenacién de k curvas C; esto es, C =
Cy + - -+ + Cyg, entonces

/f(x)dfz F@)dl+--+ [ fla)de
C C1 Cr

1.3. Integral de linea de un campo vectorial.
Dada una parametrizacién 7 : [a,b] — RY de una curva simple C*
C, El vector tangente unitario en el punto x = J(t) de C, estd dado por

~ (¢
f(z) = Z,( )
17 (@)l
Este objeto define un campo vectorial sobre C, esto es, una funcion

t:C =RV, z— f(x) continua, que no depende de la parametriza-
cién particular que se escoja, excepto los puntos inicial g = v(a) y

(m)ll dr
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x1 = (b). En otras palabras, t solo depende de la orientacidn en que
se recorre la curva. Hay dos orientaciones posibles para la curva: La
orientacién opuesta a la de una parametrizacién dada 7 : [a,b] — RY,
es aquélla asociada a la parametrizacion ¥(t) := 7(b+a —t). En efecto,
se verifica de inmediato que el vector tangente unitario en = € C para
esta parametrizacién es precisamente —(z).

El elemento vectorial de longitud de la curva C en el punto « = (t)
esta dado por

dl = #(x)dl = 7'(¢) dt.
Un campo vectorial sobre A C RY es una funcién continua F:AcC

RN — R¥. Es comtn pensar a F' como una funcién que a cada punto
x € A le asocia un vector

F(z) = Y F(@)e

donde los €; son los elementos de la base canénica. Para A C R? escri-
bimos usualmente

—

F($7 y’ Z) = (P(x7 y7 Z)7Q(x7 y’ Z)7R(x7 y’ Z)) =
P(z,y,2)i + Q(x,y,2)] + R(z,y, 2)k.

Definimos la integral de linea, o de trabajo de un campo vectorial
F sobre C a la cantidad

Aﬁwﬂzéﬁfﬂzl%W@yv@ﬁ

La cantidad anterior es independiente de la parametrizacion utilizada
que tenga asociada el mismo vector tangente unitario t, esto es, con
igual orientacién. Si denotamos —C a la curva recorrida en sentido
opuesto, tenemos que el vector tangente unitario asociado es —t, por

lo que
/Fdl:—/Fdl
-C c

Si C es una curva cerrada simple, la integral de linea se suele denotar
fc F. cfl, y es comun también llamarle la circulacion del campo Falo
largo de C. Una curva cerrada simple plana C, esto es contenida en
R2, puede ser recorrida en sentido horario o antihorario. El sentido
antihorario se suele denominar positivo, y se especifica como C, o C O,
respectivamente el sentido horario se denomina negativo, y se enfatiza
escribiento C; o C O, de modo que
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7{ 7. 7:_]4 7o
CO CO

EJEMpPLO 1.1. Considere las curvas planas Cy, Co y C3 que unen los
puntos (—2,0) y (0,2) respectivamente parametrizadas por

Tt =(t—2,1), te[0,2] ?z(t):(Qsint,Qcost),te[—g,O],

Sea ﬁ(x,y) = (2zy,2* +1). Calcule ‘[Ci F-dl,i=1,23.

Solucién Tenemos que F (7 (t))-7;(t) = (2(t—2)t, (t—2)?>+1)-(1,1) =
2(t — 2)t + (t — 2)* + 1, de modo que

/ﬁ-d?:/QF(%(t))-v;(wdt:/2[2<t—2)t+(t—2)2+1}dt:

2t3 t—2)3

En modo similar, obtenemos

=2
0

0 0
/ Fudl = / F(Fa(t)) 5 (t) dt = / (8sintcost,4sin®t+1)-(2cost, —2sint) dt =
Ca

s
2

Wl

0 3
16 t 0
/ (16sint cos® t—8sin® t—2sint) dt = 3 cos® t+8(cos t— CO; )+2cost| =2

us
-3 2

Por otra parte

/ﬁd?:/o F(35(8))-7() dt:/O(St(t+1)2,4t2+1)-(2,4(t+1))dt:

-1

Wl

0 0
1
/ (16t (t+1)°+16t%(t+1))+4(t+1)) dt = 16/ (2t3+3t2+t+1(t+1)) dt = 2.
-1 —1
La pregunta obvia que surge, es si el resultado comuin fc F.dl=2
es una coincidencia, o si resultaria en verdad el mismo para cualquier
eleccién C de camino (orientado) que una los puntos (—2,0) y (0, 2).
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2. Campos vectoriales conservativos

Un campo vectorial en que la integral de trabajo sélo dependa de
los puntos inicial y final del camino que les une se llama conservativo.
El siguiente ejemplo clarifica el fenémeno del campo vectorial anterior.

EJEMPLO 2.1. Sea Q C RY un abierto. Consideremos un campo
vectorial F : Q C RN — RN con la sigutente propiedad: Eriste una
funcion f: Q C RY — R de clase CY(Q) tal que F(z) = Vf(z) para
todo x € Q). Pruebe que si xog y x1 son puntos de S, entonces el valor
de la integral fc F-dl es independiente de la curva C contenida en €,
con puntos inicial xo y final x1.

Solucién Sea C una curva C* que une los puntos zo y #; parametrizada

por 7 : [a,b] — Q con ¥(a) = xg, Y(b) = x1. Sea ¢(t) = f(Y(t)), esto es
o(t) = f(y(t),...,vn(t)). Entonces, por la regla de la cadena,

$(0) = SEr(0) WOV + -+ 200 (0

De este modo, ¢/(t) = Vf(5(t)) - ¥(t) y como Vf = F, y usando el
teorema fundamental del calculo, obtenemos que

/cﬁ-cfz - /bﬁw(t) /¢ o(b) — 6(a),
de modo que, corzlo o(b) = f(z1), ¢(a) = f(xg),

[t = re) — fan)
Asi, la integral de linea depende sélo de los puntos inicial y final del
camino, y no del camino especifico que una a estos puntos. 0

Consideremos Q = R? y F(x,y) = (2ay, 22+ 1), el campo vectorial
del ejemplo anterior. Notemos que F(x,y) = V f(z,y) donde f(z,y) =
2%y +y. En efecto, g—i(x,y) =2zxy+1y g—g(a:,y) = 2. Asi, para todo
camino de clase C'! C con punto inicial (—2,0) y final (0, 2) se tiene que

/ﬁ-d? = £(0,2) — f(=2,0)=2—-0=2,
consistentemen(fce con los calculos del Ejemplo 1.1.
Definicién Un campo vectorial F' : Q C RY — RV,
Fy(x)

Flz)=|
Fi(z)
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donde €2 es un abierto, se dice conservativo si existe una funcion f :
Q Cc RY — R de clase C1(Q) tal que F(z) = Vf(z) para todo = € Q,
esto es
of
o0x;

(x) = Fy(x) paratodoze€Q, i=1,...,N.

De existir, la funcién f se denomina potencial del campo F.

Asi, hemos demostrado que para un campo conservativo, las inte-
grales de linea dependen solo de los puntos inicial y final z¢ y z; de
una curva que les une:

/ﬁd%:mm—ﬂ%»

C

En particular, si la curva C es cerrada, esto es, xg = x1, tenemos que

$.F-dl =o0.

De hecho, se tiene mas la validez de la afirmacién reciproca en
un dominio conexo. Q C RN abierto, se dice conezo, si todo par de
puntos de 2 puede unirse por una curva C* por tramos, completamente
contenida en (2.

PROPOSICION 2.1. Sea Q € RY un abierto conezo y F : Q C RY —
RY un campo vectorial continuo. Supongamos que fCF -dl =0 para

toda curva cerrada C contenida en €. Entonces ' es conservativo en

Q.

Demostracién Fijemos un punto zg en Q. Sea = € Q, y 7, : [0,1] —
Q de clase C', la parametrizacién de una curva C* con 7,(0) = zy,
Y2(1) = . Definamos f(z) := [, F.dl . Esta es una buena definicion,
pues es independiente de la curva particular C* que se escoja. En efecto
siy; 1 [0,1] — Q¢ = 1,2 parametrizan dos curvas C{, C§ que unen xg
y x y consideramos la curva v : [0,2] — € definida por y(t) = 71 (t)
para t € [0,1] y 7(t) = 1(2 —t) para ¢t € [1,2]. Entonces la curva C
parametrizada por 7 es cerrada, y luego fc F-dl =0.Se sigue que

JZF(y(t)) - /() dt = 0, esto es

Aﬁmww%@ﬁ+[ﬁm@—MWW—wa=u

Cambiando variables 2 —t = 7 en la segunda integral obtenemos

uéﬁm@»%ww—ézWMﬂw%mm:o
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y entonces [ o Fdl— fcg F-dl =0.En efecto, observemos que C es la
1
concatenacién C = Cy + (—C¥).
Fijemos x y una bola B(z,d) C Q. Para [t| < ¢, y el vector ¢; de la
base canénica, calculemos f(x-+te) usando un camino C*** constituido

por una curva C* que une x( y x, la cual se continia por el segmento
de recta x + e, 7 € [0,t]. De este modo, tenemos que

t
flz+tej) — f(x) = / F(x+T1e;) -e;dr
0
Del teorema fundamental del calculo obtenemos entonces que

d
g7 (z +tej) = Fj(x + tej),

y por lo tanto, evaluando en t = 0, 2L (z) = F;(z), esto es Vf(z) =

’ Oz

F(x). 0

Preguntas que surgen naturalmente son las siguientes: ;Cémo de-
terminar si un campo vectorial dado F es conservativo? Y en tal ca-
so: {Cémo encontrar el potencial asociado? Una condicién necesaria
esta dada por el siguiente resultado:

PROPOSICION 2.2. Sea 0 un abierto de RN y F : Q ¢ RN — RV
un campo vectorial de clase C'(Q). Si F' es conservativo, entonces su
matriz derivada N x N, F'(x) es simétrica.

Demostracion. Tenemos que

3 OF, o (90 o
[F' ()i = oz, () = oz, (ai) (x) = axjgxi

()

L _Pf
7t = Bw,0m;

C?(2), por ende el teorema de Schwartz nos dice que las segundas

y, del mismo modo, [F'(z)] (x). Por otra parte, f es de clase

. . . . 2
derivadas parciales son intercambiables. Esto asegura que =21 -(x) =
Ox;0x;

65;821- () en todo x € €2, de modo que [ﬁ’(:v)]w = [ﬁ’(m)]ﬂ O

Es natural preguntarse si la simetria de la derivada es también
condicién suficiente para que el campo vectorial F' sea conservativo.
La respuesta es negativa como prueba el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2.2. Sea F : R2\ {(0,0)} — R2 el campo vectorial dado
por

F(z,y) = [5(%3%))] , p(z,y) =

T

q(x,y) = m

R
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Muestre que la matriz F_’”(x, y) es simétrica en todo punto, pero que F
no es conservativo en R*\ {(0,0)}.

Solucion. Tenemos que

Flay) = [g—gm,y) —’é(azy)]

o
0
de modo que esta matriz es simétrica si y solo si % = %. Tenemos en
Yy T
efecto que
dp y? — 22 dq

ay(:c,y) SR a—x(iﬁvy) para todo (z,y) € R*\ {(0,0)}.

Por otra parte, consideremos la curva cerrada simple C € R?\ {(0,0)}
parametrizada por y(t) = (cost,sint), t € [0,2x]. Entonces,

frda = [T Fauy Awa-

~

2T

1

/ W(— sint,cost) : (— sint,cost) dt = 2.
0 Sin COs

As{ para cierta curva cerrada simple C C R?\ {(0,0)}, se tiene que
fc F -dl # 0. Por lo tanto F' no es conservativo en esta region. U

La caracteristica de ser conservativo estd fuertemente vinculada al
dominio. En el ejemplo anterior, si bien el campo F' no es conservativo
en R?\ {(0,0)}, sf resulta serlo en subdominios de esta regién. Por
ejemplo, se verifica de inmediato que la funcién f(z,y) = arctan(¥)

definida en Q = {(x,y) / = > 0} es un potencial para f. En efecto,
ﬁ Y 1 Y af 1 1 x

YT AT IR T e ™Y T i@ a2 i

para todo (x,y) € 2. En otras palabras, F=VfenQ.

La condicién de matriz Jacobiana simétrica es de hecho suficiente en
cierta clase de dominios que incluye por ejemplo a {(z,y) / > 0} pero
(por cierto) no a R?\ {(0,0)}. Un conjunto 2 C R se dice estrellado
si existe un punto xg € €2 tal que para todo x € Q el segmento

[0, x] == {zo+t(x — ) / t €[0,1]} C Q.

TEOREMA 2.1 (Lema de Poincaré). Sea Q@ C RN un abierto es-
trellado. Sea F' : Q C RY — RY. un campo vectorial de clase C'(€2)

tal que la matriz ﬁ’(m) es simétrica en todo © € Q. Entonces F es
conservativo en €.
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Demostracion. Supongamos que (2 es estrellado respecto a xg, y con-
sideremos la funcién f : 2 — R definida por

f(z) = /0 Pt (r—0))-(r—0) dt = i(a:j—xoj) /0 ' F (o ta—0)) d.
Afirmamos que F(x) = Vf(2). En efecttj),_l

(2.2)

O f(z) = /O ' Fu(aott{a—o)) df 1 i(xj—xoj) /0 O, (3o Ha—a0))

7=1
Por otra parte, 0;F; = 0;F;, por lo que
N

j=1 0

/ [Z asz’ ($0 + t(a: — xO))(l’j _ l’oy)] tdt —

1
/0 CIF (o + e —mo))]tdt =

t=1
F; (x4 t(x — x0))t

1
- / F; (xg + t(z — xo)) dt.

t=0 0

A partir de esta relacién y (2.2), obtenemos entonces que 0;f(z) =

F;(x), y por lo tanto que Vf = F, como desedbamos. O

3. El Teorema de Green

Centraremos a continuacion nuestra atencién en el caso plano, N =

2. Sea 0 C R? un abierto. Consideremos un campo vectorial F:QcC
R? — R?, de clase C*(9),

Fea) = |G ]

La asimetria de la matriz Jacobiana de F estd reflejada por la can-

tidad g—g - g—];, y es natural que esté entonces de algiin modo vinculada

con el valor de la integral de linea fc F'-dl sobre una curva cerrada sim-
ple C contenida en €2. El modo preciso en que esto sucede es el Teorema
de Green, el que enunciamos a continuacion.
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TEOREMA 3.1 (Teorema de Green). Sea D C Q un abierto cu-
ya frontera 02 puede parametrizarse como una curva C' por tramos,
cerrada simple C. Entonces

[ 0Q 0P
F-dl:// (———) dx dy .
7£o p \ Oz dy Y

Demostracion La realizaremos en un dominio D de una clase amplia:
aquellos que se pueden escribir como uniones finitas de regiones basicas
de tipos 1 y 2. Decimos que D es una regién de tipo 1, si tiene la forma

(3:3) D={(r,y) Ja<z<b g(zr) <y <h(x)}

donde h y g son funciones de clase C'([a,b]). Andlogamente, decimos

que D es de tipo 2 si tiene la forma

(34) D={(z,y) /a<y<b, gly) <z <hy}
Supongamos que D tiene la forma (3.3). Entonces,

0Q 0P ot M@ 9 op B
//D(%_a_y) dx dy —/a(/g(x) <a_x_8_y> dy)dr =
b b ph(z) 1)
/a [P(x,g(x)) — P(z, h(x))] das+/a (/g(x) %dy) dzx.
Ahora, tenemos que

d [h@) B h(m)@ . |
=, Q= [ G dr Qe e @) -0t o) (0

b h(x) a@
dﬂf/ - (z,y)dy =
/a olx) 07
h(a)

b
Qb ydy— [ Qla, y)dy+ / Q(e, 9(2))g (2)—Qla, h(x)H ()] da.
AQ(E’) . g(a) a

//D (?)_g - 8575) dvdy = /ab[P(:v,g(x)) — P(x, h(z))] da—+
(3.5)

h(b) h(a)

Qb.y)dy— | Qa, y)dy+ / Qe g(2))g (2)—Q (e, h(2)) W ()] da.

g(b) g9(a)
Por otra parte,

y por ende

h(b)

OD=C=C+Cy+C3+Cy.
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donde, para tener el sentido de recorrido antihorario, las curvas C; se
) Y
parametrizan del modo siguiente:

n(t) =t g(t), telad], @) =(b1), teclgb),hbd)],
vt)=(0b+a—t,h(b+a—t)), te€lalb],
"(t) = (a,h(a) + g(a) — 1), t € [g(a), h(a)].

Entonces

4
fﬁﬂzz/ﬁ Z/’% £t
¢ i=1

Tenemos
b

t/ﬁm@»%@wzjfmawm+Qmmmwwmm

ho) / hb)
/ Fln®) s di= [ Qb.y)dy,
g(b) g(b)

‘/ﬁm@%%@ﬁ=—/fH%MW+Q@M@W®Wm

ha) h(a)
[ Faum i = [ Qe dy
g(a) g(a)

Combinando estas relaciones con (3.5), obtenemos, como se deseaba,

0Q 8P) % A
— — — | dxdy = F-dl.
//D(&U dy i co

El teorema de Green se verifica entonces en regiones de tipo 1, esto es
de la forma (3.3). Ezacamente los mismos calculos, conducen a que el
teorema vale también en una region de tipo 2, de la forma

(3.6) D={(z,y) /c<y<d, ply) <z<qy)}

Consideremos ahora un abierto acotado D que es dividido por una
curva suave Cy en dos abiertos disjuntos D; y D, cuyas fronteras son
curvas C! por tramos, simples que, recorridas en sentido antihorario,
les denotamos respectivamente C; y Cs. Sea C la frontera de D recorrida
en sentido antihorario. Entonces se verifica lo siguiente:

/ﬁﬁ;/ﬁa@+/ﬁdz
C Cy Ca
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En efecto:

/+/ﬁ-cfl:/ +/+/ +/ F.dl
C1 Ca Ci\C2 Co —Co C2\C1

en que —Cy designa a la curva Cy recorrida en la direccion opuesta. Por
lo tanto

(37) /+/j%@:/ +/‘z%@:/ﬁm.
C1 Co C1\C2 C2\C1 C

Usando esta férmula, es imediato probar lo siguiente: Si D = D; U
D,U- - -UDy, donde los D; son abiertos disjuntos de tipo 1 o 2. Entonces
vale el teorema de Green en D. En efecto, si C; denota la frontera de
D; recorrida en sentido antihorario, y C la frontera de D recorrida en
esta forma, entonces de (3.7) se sigue inductivamente que

k
[Fa=> [Fa
¢ i=1 /Ci

Como ademas,

JLGE ) o = 2 (52 5)

el resultado se sigue de inmediato. 0

Gracias al Teorema de Green, tenemos el siguiente corolario, que
entrega una condicién suficiente sobre un abierto conexo 2 C R? de ma-
nera que un campo vectorial C''(€2) con matriz Jacobiano simétrica sea
conservativo. € se dice simplemente conexo si si toda curva C1, cerrada
simple contenida en (), encierra una region completamente contenida

en €,

COROLARIO 3.1. Sea Q C R? un abierto simplemente conexo, y

F = (P,Q) un campo vectorial de clase C1(2 tal que g—g — ‘g—}; =0en

Q). Entonces F' es conservativo.

Demostracién En efecto, gracias al teorema de Green, la integral de
linea sobre toda curva cerrada del campo es cero, y el resultado se sigue.
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EJEMPLO 3.1. Sea 7 : [0,2] — R? una parametrizacion de la curva
C definida por

(t—1,t%) sit € 0,1],
Fit) = =< P -1,1+(t—1)%) sitell,2] .
(t,6 —2t) site 2,3

Calcule [,(y,—z) - di.

Solucién F = (P, Q) = (—y, x) entonces 8Q 8Q = —2. Entonces
/ (y,—x) - dl = —2 / / dxdy.
C1

EJEMPLO 3.2. Si Cy y Cy son dos curvas cerradas simples Ct por
tramos, que no se intersectan (digamos Cy estd dentro de la region
abierta encerrada por la curva Cy, entonces vale la siguiente forma
del teorema de Green: Si Pi + Qj es un campo vectorial de clase C*
en alguna region que contiene a Cy y a Co (supuestas con orientacion
positiva), entonces

- - oQ P
F-dl—% F-dl—// (———)
é ., »\ 0z 0y

en que D es la region anular entre las dos curvas.

donde C;

Solucion Basta cortar D por una tercera curva simple C3 que une
las dos curvas de la frontera, y llamamos D; y D, a las componentes
resultantes, de modo que 9D; = C3 U (C; U (—C3) \ Dy. Si C5 es tal que
la curva resultante es de orientacién positiva, entonces 0 esta limitado
por la curva (recorrida en modo positivo) (—Cs) U (C; U (—C2)) \ D;.
Obtenemos

Entonces

[(22 o) [ (2 oy, [ (e oy
p\dz 9dy) Jp, \Oxr Oy p, \Ox 9y )
/FdH—/ Fdl—/Fdl+/ Fodi =
Cs (ClU—CQ)\DQ Cs (ClU—CQ)\Dl
l%ﬁm—fﬁdlm
2 Ca
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4. Integracién sobre superficies

4.1. Definicion de superficie e integral. Sea D un conjun-
to abierto y acotado en R?. Una superficie de clase C' en R? es un
conjunto de la forma

S = @(D)
dotado de una parametrizacén 3, donde 3 : (u,v) € D — G(u,v) € R3,
es una funcién inyectiva de clase C!(D), de manera tal que S tenga un
plano tangente definido en cada uno de sus puntos (y un vector normal).
Para precisar esta condicién, consideremos un punto py = @(uo, vo). la
curva u — ¢(u,vp), definida en una vecindad de ug estd contenida

—

en S. Por lo tanto el vector &, := g—i(uo,vo) es un vector tangente a
S. Para que haya genuinamente un plano de direcciones tangentes, es
necesario y suficiente que el vector ¢, := %f(uo, Vo) defina una direccién
linealmente independiente de t,, esto es, t, y t, no son paralelos.
Asi, el plano tangente a S en el punto py es aquel de los vectores de la

forma p = po + aty, + By, o, B € R.
Notemos que un vector normal al plano tangente (esto es, a la su-
perficie), estd dado por t, X t,, asi, un vector normal unitario es
tu X
[
Tal como definimos longitud en una curva, lo hacemos a continua-
cién con el drea de la superficie S:

A(S) ::// [t X | du do.
D

El elemento de drea dA(u,v) estd naturalmente representado por el
area del “elemento de superficie”, dado por el paralelégramo de lados
S(u+ du,v) — J(u,v) y J(u,v + dv) — J(u,v). Esta drea corresponde
a la norma del producto cruz entre estos dos vectores. Asi,
dA(u, U) _ QB(U + duv U) _ QB(U, U) % 6(“7 v+ d’U) _ QB(U, U)

du dv
op 0g

GUX%

Naturalmente, el elemento vectorial de superficie esta dado por

n =

du dv

dudv .

dA(u,v) = ndA(u,v) = <g—zj X g—f) du dv.

Como en una curva, tenemos dos posibles elecciones de un vector nor-
mal unitario. Una superficie en la que pueden distinguirse dos lados, se
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denomina orientable, y en tal caso la eleccion de vector normal unitario
(apuntando en una direccién o la opuesta), define la orientacion.

En modo natural, para una funcién continua f : S — R, se define
la integral de f sobre S como

[ [r@an = [ [ s 525

EJEMPLO 4.1. Calcule el centro de gravedad de la mitad de una
esfera de radio R.

du dv.

Solucién Sea S = {(z,y,2) / 2 >0, z*+y*+ 22 = R*}. El centro
de masa del S es por deﬁnicio'n el punto

@5.9) =g [ [t [ [wia [ [ 0.

Usemos coordenadas esferlcas para parametrizar S. Definamos

F(0,¢) := (Rcosfsin g, Rsinfsin g, Rcos o), (0,¢) € (0,2m)x(0, g)

Tenemos: 9
8—? = (—Rsinfsin ¢, Rcosfsin ¢, 0),
gg (R cos @ cos ¢, Rsin cos ¢, —Rsin ¢)
opg  0¢ i J b
a—g a_g&_ —Rsinfsing Rcosfsin ¢ 0 =
¢ Rcosfcos¢p Rsinfcos¢p —Rsing
—R?sin ¢ (cosfsin ¢ + sinfsin ¢ j + cos ¢ k)
y por ende
op  0F .
‘ (‘;90 az R?sin ¢.

De aqui, el area del semi-casquete esférico deviene

2m 5
A(S) = R2/ db / sin ¢ dgp = 27 R?.
0 0

Por otra parte

27 3
//a:dA = R3/ d9/ (cosf sing) singdp = 0 ://yd.A,
S 0 0 s
2 3
//sz = R3/ de/ cos¢ singpdp = mR?
s 0 0

y por lo tanto el centro de masa es el punto (0,0, %) O
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EJEMPLO 4.2. Sea D un abierto en R?* y g : D C R?> — R una
funcion de clase C'. Sea S el grifico de g. Calcule [ [g f dA.

Solucién Tenemos que una parametrizacion de S estda dada por
@(x,y) = (z,y,9(x,y)). Tenemos que

9p  0F _
5’x oy

O = o
—_— O o

Por lo tanto

a3 5= () (3) v
//fdA //fxygxy)\/1+<§i) +(§—Z>2dxdy.

A manera de ilustracion, calculemos el area y centro de masa del manto
del cono de revolucién S de altura h y radio basal R. S puede describirse
como el gréafico de la funcion

o) = (= YT ) €D = () [ 44 < )

Entonces
dg h x dg h

Y
dr Rty Oy R+

2
//dA = // \/1+%dxdy — mRVRI+ R2.
S D

Por otra parte,

//zd.A = // \/x2+y )\/ Zdedy

Usando coordenadas polares, obtenemos

h2 2 R h2R2
//Ssz—\/l—l—ﬁ/o d@/o h(l——T’dT’_ﬂ'h 1—1—@?

La coordenada z del centro de masa del manto es entonces

_:ffssz_h

Jlad ~ 3

independientemente del radio de la base. 0
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EJEMPLO 4.3. Considere la superficie de revolucion S que se obtie-
ne de rotar en torno al eje z el grdafico de una funcion posz’tz’va x=g(z),
z € [a,b], de clase C'. Encuentre una férmula para A(S) = [ [4 dA.

Solucién S se parametriza, usando coordenadas cilindricas del modo
siguiente:

P(0,2) = (g(z)cosb,g(z)sinb, z), =z € [a,b], 0€]l0,2n].

Tenemos ahora

~ ~

03 07 _ J b ; o .
—g(z )sm@ g(z)cosf 0 = g(2)cosbi+g(z)sinfj—g(z)g'(2)k.

89 aZ / ! :

g (z)cos® ¢'(z)sinf 1

Por lo tanto

dA = Ha@ 97 1+ g (2)2dzdo

//SdA = /O%/Gb 9(2)V1+ g (2)?dzdb = zﬁfabg(z)md%

Por ejemplo, el cono del problema anterior lo podemos describir de este
modo, con g(z) = R— £z, 2 € [0, h], y entonces

2 h
S)—QWR\/le%/ (1—%)dZ:7TR\/h2+R2
0

y recuperamos la férmula obtenida en el ejemplo anterior. 0

4.2. Integral de flujo de un campo vectorial. En lo que si-
gue, consideraremos solo superficies S parametrizadas, que sean orien-
tables, y donde se ha hecho una eleccién de vector normal n. A la
superficie con la orientacién opuesta le llamaremos S™.

La integral de flujo de un campo vectorial F : S — R3 sobre una
superficie F' es la integral

//ﬁ-ﬁd/l://ﬁ-d;l.
S S

En modo explicito, si @ : D — R3? es una parametrizacién de S y el
vector normal (que define la orientacién) tiene la direccién de ag" X gf
entonces

—_— B — og 0P
//SF-nd.A—//DF(tp(u,v (au 81}) dudv .
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Si F' denota el campo de velocidades de un fluido, entonces I Js F-idA
representa el volumen del fluido que ha cruzado la celda S en una
unidad de tiempo.

EJEMPLO 4.4. Sea Q la regidn limitada por el cilindro x® + y* = 1
y los planos z =0, z = x + 2. Sea S = 0. Calcule ffSF ‘ndA con

F =2z —3yj + zl%, y 1 la normal exterior.

Solucion

S se puede descomponer en tres pedazos suaves: la tapa superior:
Ss={z=a+2 22 +12 <1}, S ={0<2<z+2, 22 +¢y% =1},
Ss={2z=0, 22 +y> < 1}.

Entonces
3
//ﬁ-ﬁdA:Z//ﬁ-ﬁdA.
S i=1 Si

Tenemos: Sobre Sy, n = —k, y claramente tenemos

// ﬁ-ﬁdA:—// (2x,—3y,0)-l%dxdy=0.
S1 x24y2<1

Mientras que Sz se parametriza por ¢(z,y) = (z,y,z+2), 22 +y? < 1.
Por lo tanto o
e X @y =(1,0,1) x (0,1,0) =k —1

que corresponde a la orientacién segun la normal exterior, y entonces
// ﬁ-mm:// (207 — 3y + (2 + k) - (b — 1) dady —
S3 x24+y2<1

// (2—x)dxdy = 2.
x2492<1

Por otra parte, en S; tomemos la parametrizacién
©(0,2z) = (cosb,sinb, z), 0¢€(0,2r), z€(0,2+ cosh).

~ ~ ~

1 7 k R .
wop X @, = |—sinf cosf 1 |=1icos+ jsinf
0 0 1

que corresponde a la normal exterior. Entonces,

2 cos 0+2 o R
// F-ndA= / d9/ (2 cos 0i—3 sin 05 +2k) (i cos O+ sin ) dz =
So 0 0

2w
/ (2cos? 6 — 3sin®6)(cos O + 2) df = —2.
0
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Por lo tanto,
//ﬁ-ﬁdA:0+27r—27r:0. O
s

5. El Teorema de la divergencia

Veremos dos generalizaciones del Teorema de Green a tres dimen-
siones. El primero de éstos es el Teorema de Gauss o Teorema de la
divergencia. Para motivarlo, reescribiremos el Teorema de Green en
una forma distinta. Sea @ C R? un abierto acotado tal que su fron-
tera 0S) se parametriza por una curva C, orientada en la direccién
antihoraria. Sea ¢ = (t1,;) el vector tangente. Entonces el vector
n = (—ts,t;) = (n1,n9) corresponde al vector normal unitario a la
curva, que apunta en la direccion exterior a (). Para un campo vec-

torial genérico G = (R, S) de clase C*() tenemos que

/ 8—5—‘9—3 —/(Rt1+5t2)dl

c

Por lo tanto, escribiendo F = (P, Q)y G =(—Q,P), obtenemos que

c
esto es

(5.8) //Qvﬁ:/cﬁﬁdz

En general, para un campo vectorial diferenciable F:QCcRY &
RY escribimos

v Z G@) = (@)

y llamamos a esta cantidad la divergencia del campo F'. Se denota tam-
bién a veces V- F = div (F). A la férmula (5.8) le llamamos Teorema
de la divergencia en el plano. Como veremos, ésta se extiende na-
turalmente a tres dimensiones, donde C se reemplaza por una superficie
que representa a la frontera de €.

TEOREMA 5.1 (Teorema de la divergencia (Gauss)). Sea Q C R?
un abierto, cuya frontera 02 se parametriza como una superficie S de
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clase C'. Sea F : Q C R® — R3 un campo vectorial diferenciable.
Entonces

(5.9) ///Qv-ﬁ = /Sﬁ-ﬁdA

donde n denota la normal unitaria exterior a §).

Demostracion Como en el Teorema de Green, probaremos el resulta-
do en regiones béasicas, de lo cual se deduce que Consideremos primero
una region prisma tipo 1, de la forma

Q={(z,y,2) / (z,y) €D, h(z,y) <z<g(z,y)}

donde D es un abierto acotado de frontera una curva simple, C! por
tramos, y las funciones h y g son de clase C*(D).

Tenemos que si F = (P, @, R) entonces

///V F_///gj: (0,P+0,Q+ 0.R) =

/L(R(x,y,g(x,y))—R(x y, h(z,y)) dxdy-l—//dmdy/ e (8, P+0,Q) d=.

Observemos que

9(zy) 9(z.,y)
Oy P(z,y,2)dz = / 0.Pdz+ P(x,y,9)9. — P(x,y, h)h,
h(z,y) h(z,y)
y
9(zy) 9(zy)
8y Q(xvya Z)dZ = / axQ dZ+Q(x7y7h>gy - Q(xayag)hy
h(z,y) h(z.,y)

De este modo,

g(z,y) g(x,y)
///“ 8P+@@:Zﬁ/@/‘ Pd=+ 0, Qd=] +
h(z,y) D h(z,y) h(z,y)
// P(z,y,9)9: — P(z,y,h)hy +// Q(z,y,9)g, + Q(z,y, h)h,
D D

Ahora, gracias al la version plana del teorema de la divergencia,
obtenemos,

(x,y) (z,y) (z,y) 9(z,y)
//“ / Pw+a/ Qdz) / %/ p+%/ 0
oD h(z,y)

donde por v = (v, 1) denotamos el vector normal unitario exterior a
JD y obtenemos
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9(z,y)
/// (0.P+0,Q +0.R) =T+ 1T
h(z,y)

g(z,y) g(z,y)
I—/Vm/ P+Vy/ Qv
oD h(z,y)
H—// (x,y, h)hy—P(x,y, 9) g //Q:vy, Yhy=Q(,y,9)g9y +

//D(R(x’ Y, 9(z,y)) — R(x,y, h(x,y))) dedy =

Reescribamos

1= [ [ (PGB0 =010+ [ [ (P.QRag )0y —1)

y vemos que

I://Sl(P,Q,R)ﬁdA, II://SZ(P,Q,R)ﬂdAJr//Sr(P,Q,R)'ﬁdA,

donde

donde

Sl = {(QZ,y,Z) / (l’,y) € aD? h(JT,y) <z< g(x7y>}7

Sy ={(z,y,2) [ (v,y) €D, z=g(z,y)}, Ss={(2,9,2)/(x,y) €D, 2= h(r,y)}

de modo que S1US>,US3 = S = 00 y n denota normal unitaria exterior.
Hemos demostrado en consecuencia que

///v-ﬁ:HH:/ F.-hdA.
Q o0

En modo entéramente simétrico, la formula (5.9) resulta ser valida en
regiones de tipo prisma tipo 2 o 3, respectivamente de la forma

Q={(z,y,2) / (x,2) €D, h(z,z) <y<glz,2)}

Q={(z,y,2) / (v,2) €D, hly,2) <z <g(y,2)}

Si 2 puede descomponerse como ) = Ule(_li donde los €2; son abiertos
disjuntos de tipo 1, 2 0 3, vy .S; = 0, S = 0 se parametrizan de
acuerdo a su normal exterior n;, resulta que

//ﬁ.ﬁdA_Z//ﬁ-mdA.
S i=1 Si

La razén es que las contribuciones a la integrales de las regiones S; N S}
aparecen una vez como [ fsimsj F'-n; y otra como ffsimsj F-nj. En
esta region se tiene que n; = —n;, y por ende estas contribuciones se
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cancelan. De aqui se sigue la identidad, de la cual se deduce la validez
de (5.9) en toda regién que es unién finita de regiones de tipo 1, 2 o
3. O

EJEMPLO 5.1. Calcule f fs F- ndA, respectivamente con F1 = Qwi—
3yj + 2k Yy Fy =i+ yj + zk; donde S es aquélla del Ejemplo 4.4.

Solucion En lugar del calculo directo del ejemplo, usemos el teorema
de la divergencia. Sea 2 la regién encerrada por S. Entonces

//ﬁ1~ﬁdA:///V~(2x%—3y5+z/%)dxdydzzo
S Q

pues V - (2zi — 3yj + ler) =2 —3+41 = 0. Recuperamos entonces el
resultado del ejemplo, con un calculo mucho mas sencillo.
En modo similar, obtenemos

//ﬁrﬁd«‘l:///v-(2x%—3y}+zlg:)dmdydz:
S )
+2
3///dxdydz:3// dxdy/ dz =
Q 22 4y2<1 0
3// (x+2)dxdy = 67. O
z2+y?<1

5.1. Operadores vectoriales. Aqui elaboramos un poco sobre
notacién para operadores diferenciales. Es a veces conveniente escribir
(para funciones definidas en RY)

N
0
V = E €;
: ox;
=1
donde e; es el i-ésimo elemento de la base canonica,

e;=(0,---,0, 1 ,0,---0).
~~

i-ésima entrada

Para N = 2 0 N = 3 es usual denotar (N = 3) 7 = (1,0,0),
J = (0,1,0), k= (0,0,1). Utilizando esta convencién, operamos el
operador V en el mismo modo que lo hariamos con un vector. De este
modo, es natural escribir, para una funcién escalar f : Q C RY — R,

N
_ of
Vf == Zzl €Za—xz
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y para un campo vectorial F : Q@ ¢ RN — RV,
N

. =4 = al (9 al 8Fz

=1

Un operador de segundo orden de gran importancia es el Laplaciano
2 ZN o°f
_ . _ _ "

Para el caso especial N = 3, tenemos un operador mas, llamado el rotor
de un campo vectorial. Si F' = Pi + Qj + Rk, entonces denotamos

rSt(ﬁ)ZVxﬁ:G%Jrja%H%%)x(P%+Q§'+RI%>:
Lok (8R 8Q>%+<8P 6R>5+<8Q ap)];
w oy oz — \ 30 " . = T 5. " A
ja (5 e dy 0z dz O Jdr Oy

Observemos que la cantidad V x F mide cudn asimétrica es la matriz
3 x 3 F'(x,y, z). En efecto, tenemos que

or  orP 9P
: %5
!
Flz,y.2) = |5 o o
orR ok ok
or Oy Oz

y las coordenadas de V x F' corresponden precisamente a las diferencias
de las entradas de la matriz simétricas a la diagonal.

EJEMPLO 5.2. Muestre que un campo vectorial F definido sobre un
abierto estrellado Q C R3, de clase C1(Q), tal que V. x F =0 en Q, es
conservativo.

Solucion Por el Lema de Poincaré, es suficiente verificar que la ma-
triz Jacobiana F'(z) = 0 es simétrica para todo x € €. Pero esto es
precisamente equivalente a decir V x F(z) = 0. O

EJEMPLO 5.3. Sea S = 0 una superficie cerrada, de clase C'. Sea
F' un campo vectorial de clase C* en Q. Muestre que

//S(Vxﬁ)-ﬁd/l = 0.

Solucion Por el teorema de la divergencia, tenemos que

//waﬁ).mm = ///QV.(VXF).
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Por otra parte, si F' = (P, @, R), tenemos que

= 0 O0R 0Q 0 0P OR 0 ,0Q 0P
V- VxF)=—(——-"7)+=(————)+ =—(— — —).
(VX F) 8x(8y az)+8y(83 8x)+az(8x ay)

Usando que las derivadas parciales pueden intercambiarse, obtenemos

de inmediato que V - (V x F') =0, y el resultado se sigue. O

EJEMPLO 5.4. Considere el hemisferio superior del casquete elipo-
sidal S definido por la ecuacion
2 2 2
Yyt oz
2tpta=!

Calcule [ [V - dA donde ®(x,y,2) = (x+1)>+2(y — 1)% + 22

Solucién Sea Sy = {(z,y,0) / ;”—2 + Z—j < 1}, superficie que considera-

~

mos dotada de su normal exterior —k . Ahora,
Vo =2z +1),4(y —1),22), VO =2+4+2=8

Tenemos que §) = {2—; + Z—j + i—i <1, 2z >0}, entonces

/[q+SOV®-ﬁdA:///QVQCD:g///QdI_

Por otro lado V®-k = 0 en Sy y entonces [ Js, V®-1dA = 0. Por otro
lado con el cambio de variables (z,y,z) = T(u,v,w) = (au,bv, cw),
tenemos det T"(u,v,w) = abc y 2 = T(D) donde D es la semi-esfera
superior de radio 1. Por lo tanto

///dxdydz:abc/// dudvdw = 4mabc.
Q D

Concluimos que

//V(I)-ﬁdfl:// Vo - ndA = 4rabe.
S S+5So

EJEMPLO 5.5. Sea

. 1
F(ZL‘,y,Z) = (PaQ7R) = (x2_|_y2+22)g

T
(1.9.2) = o
SO

y Q C R® un abierto con frontera suave 09, y tal que (0,0,0) € Q.
Calcule [ [, F - dA.
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Solucién Calculemos la divergencia de F. Vemos que

opr _ 1 _3 7
Or (22 +y+22)2 (a+y?+22)3
01,
Oy  (22+y2+22)7 (22 +y?+22)3
OR 1 22

0z (22 +y2 + 22) (22 + y2 + 22)3
y por lo tanto V- F = 0 en R3\ {0}, 0 = (0,0,0). Consideremos & > 0
tal que B(0, 9) C Qylaregion Q5 = Q\ B(ﬁ, 9). Tenemos que

0:// v-ﬁ:// F-hdA =
Qs Qs
//Fn—// FoidA
0 dB(0,6)

Ahora, sobre dB(0, §) el vector normal unitario exterior es fi = ————(

/2 +y2 +22

3
2

6~ Yz, y,2). Por lo tanto,
— R 1 _ —
rne (22 + 2 + 22)3 (29,2) - 67 (., 2) = 07

// F-fdA =6 24n6% = 4r.
8B(0,0)

En conclusion, tenemos que

// x_,;zd.A = 47 .
o0 ||$||

independientemente del dominio {2 que contenga a 0. Podemos observar
que, del mismo modo (Veriﬁque)

0 si ZZ"O gQ,
//dg ||$U—l’0”3 FdA = {47r sidy, e

A este ultimo resultado se le conoce como formula de Gauss. O

y entonces

EJEMPLO 5.6 (Férmulas de Green). Sea Q C R? un abierto acotado
de frontera 9 de clase C'. Tenemos entonces que si u,v € C?(Q),
% = Vu - n, donde n es la normal unitaria exterior entonces

510) [ [ [uae = [ u—dA—///Vu Vo

Ty, 2) =
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ov ov
(5.11) ///Q(UAU—UAU //an UE_U% )dA .

Solucién Para probar (5.10), consideremos el campo vectorial F =
uVwv. Entonces, vemos que

VF =V - (uVv) = Vu - Vo4 uV - (Vo) = Vu - Vo + uAu.

Por el teorema de la divergencia, obtenemos

[[ 5= ][ [sovemiwo- [ [ Faaa- [ [ Lo

(5.10) queda demostrado. Notemos que (5.11) se sigue de (5.10) y de
la formula simétrica,

[ [ose= [ [ o2aa— [ [vovu o

EJEMPLO 5.7 (Unicidad del Problema de Dirichlet). Sea 2 C R? un
abierto acotado, conexo, de frontera 092 de clase Ct. Sean g : 00 — R,
f:Q — R funciones continuas. Considere la ecuacion en derivadas
parciales con condicién de borde,

(5.12) Au = f enQ, u=g end.
Demuestre que si (5.12) posee una solucién u € C?(Q), ésta es inica.

Solucién sean uj,uy € C%(Q) soluciones de (5.12). Entonces v :=
u; — Uy satisface

(5.13) Av =0 en€Q, v=0 end.

Usando la férmula de Green (5.10) obtenemos

o[ e [ [ e
’ ///QWU!Q:O.

Por lo tanto Vu(x) = 0 para todo z € Q. Sea 9 € 9Ny 7: [0,1] — Q
una parametrizacion C' de una curva con con 7(0) = zo, Y(1) = =
Entonces

0(z)—0 = v() — () = / < a0) it = / VA1) 7 (t) dt = 0.

Por lo tanto v = u; — us = 0 y el resultado queda demostrado. O
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6. El Teorema de Stokes

A continuacién consideraremos otra extension del Teorema de Green
a mayores dimensiones. Para enunciarlo, recordemos que una superfi-
cie orientable S es una en la cual pueden reconocerse dos lados, lo que
matematicamente se escribe, afirmando la existencia de un campo vec-
torial continuo, normal unitario en todo punto. Uno de los lados de la
superficie esta definido por esta normal, el otro por —n. Si la superficie
S tiene por borde 0S = C, una curva de clase C! por tramos, cerrada
simple, decimos que C esta positivamente orientada si para el sentido
en el cual se recorre, pensando en la normal a S como direcciéon hacia
arriba, vemos la superficie hacia la izquierda. En otras palabras, vista
desde arriba, la frontera se parametriza en sentido antihorario.

TEOREMA 6.1 (Teorema de Stokes). Sea S una superficie de clase
C! en R3, orientable, con vector normal unitario i vy frontem C, una
curva cerrada simple, C*, orientada en modo positivo. Sea F:QcC
R3? — R3 un campo vectomal definido en un abierto 0 que contiene a
SUC, y de clase C'. Entonces vale la siguiente identidad.

(6.14) /A(Vxﬁ)-ﬁdA—féﬁ~ﬂ.

Demostraciéon La haremos en el caso en que S es un grafico de una
funcién g : D C— R, de modo que la parametrizacion esta dada por
G:DCR*—=R3 J(z,y) = (z,v, g(x,y)). Supongamos (sin pérdida de
generalidad) que la funcién g es positiva. Consideremos las siguientes
superficies:

So =A{(z,9,0) / (z,y) €D}, S ={(x,y,2) / (z,y) € D}

y la superficie cerrada S constituida por la union de S, S; y Sp. Tene-
mos, de acuerdo al ejemplo 5.3,
(6.15)

0—// ﬁ:/L(Vxﬁ)-ﬁ+//SO(Vxﬁ)-ﬁ+//Sl(Vxﬁ)fz

Notamos que en Sy, n = —k. Escribamos F = Pi + Qj + Rk y recor-
demos que

OR 8@ (9P (9R -~ ,0Q 0P

por lo cual, usando el Teorema de Green en el plano,

//SO(VXF)' - [ [ G0 dedy == [ (P.Qwp0yid =1
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donde f = (t,,t,) es el vector tangente a d en la orientacién antihoraria.
Por otra parte, tenemos que v = (v,,1,) = (t,,—t;) es la normal
exterior a 0D. Entonces,

I= —/ dl[Q(x,y,0)v, — P(x,y,0)y,].
oD

Ademsds, en Sy tenemos que 1 = (v, 1, 0), v luego

) aR oQ. 0P R
/31V><F n—/aDdl/ et (5 = S de =

/8D di([P(z,y, 9(x,9)) =P (2, y,0)]v,~[Q(z,y, 9(w,y)) =Q(z, y, 0)]vz) +

9@y9) OR 9@y) OR
—(x,y,2)dz, —/ —(x,y,2)dz |-vdl = II1+111.
I8 l/ TR S PR

Ahora, por el teorema de la divergencia plano, tenemos que

9@y) OR ) 9@y) OR
f”‘//[ax/ B =g | s dods,

0 sea,
OR OR
117 = il
//D[ay(x,y,g) e —(z,9,9)9 1dfcdy,

mientras que

I+11 _/ dU[P(z,y, g(x,y))vy — Qz,y, 9(z,y))va] -
I = // R(7,9,9)9z) — 0.(R(z,y,9)g,)] dvdy =

/ R<:C7y7g)[gmyy - gny]dg
oD

Entonces,

I+1T+111 = —/ [P(z,y, 9)t.+Q(x,y, g)t,+R(x,y, g)(trg.+ty9,)] dl
oD

Finalmente, notemos que si t € [0, 1] — () es una parametrizacién
de 0D, entonces la curva C, la frontera de S estd parametrizada por

t= (v(t), g(v(1))). Asi,
dl = (7/(1), Va(y(t)) -7 (t))dt = (ts, by, guts + gyt,)dL.
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Por lo tanto,

//(vXﬁ)-ﬁ+//(vXﬁ)-ﬁ = [+I1+1IT = —/ﬁ-cﬁ.
So S1 C

De aqui, y (6.15), obtenemos la validez de (6.14) para esta region.
Podemos con esto, demostrar, en el modo “habitual”, el resultado en

regiones constituidas por uniones finitas de graficos de funciones C*.
O

EJEMPLO 6.1. Use el Teorema de Stokes para evaluar la integral de
linea ¢, F-dl donde F = —y3i + 2%] — 23k. y C es la interseccion del
cilindro x*> +y*> = 1 y el plano v +y + z = 1, orientada en direccién
antihoraria.

Solucién Consideremos la superficie S = {z*+y* <1, z+y+z =1},
Entonces, si n es la normal hacia arriba de S, entonces

fﬁ-d@://(Vxﬁ).ﬁdA.
C S

—

VX F =

Tenemos

= (32 + 3 k.

3 3

z\ll Pl 7

& Flo
8 Ploso

S se parametriza por o(z,y) = (z,y,1—x—vy), (v,y) € D = {2?+9° <
1}. Asi,

~

gkl
CaXpy = [1 0 =1 =i+]+k
01 -1

de modo que
(Vx F)-ndA= 32> +3°) k- (i+j+k)dedy

y entonces

2w
//VXF )yndA = // (32°4+-3y*) drv dy = / / r drdH—
2+y2<1

0O Sea
j[ﬁ.dz:?m.
C

Para verificar, hagamos el calculo directamente. La curva C se puede
parametrizar mediante

~(t) = (cost,sint, 1 — cost —sint), t € [0,2n].
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De este modo 7'(t) = (—sint, cost,sint — cost) y
2

]4F-d€ = / (—sin®¢, cos® t, —(1—sint—cost)*)-(—sint, cost,sint—cost) dt =

c 0

2w 1

/ sin t+cos* t+(1—sin t—cos t)*(sint—cos t) dt = Z(l—sin t—cost)*+

0
Tenemos

27
1 T
/ (1 —sint — cost)®(sint — cost) dt = Z(l—sint—cost)ﬂ?) =0
0

y
2 2 1 2 1 2 3
/ cos*tdt = / cos*tdt = —/ (14-cos 2t)2dt = —/ (14cos® 2t)dt = —
0 0 4 Jo 4 Jo 4
y por lo tanto, §, F-dl = 3. O

7. Campos vectoriales en otros sistemas de coordenadas

En ciertos problemas, resulta natural que un campo vectorial F:
Q C R® — R3 se exprese en términos de una base ortonormal no sea
necesariamente la Euclideana, y que posiblemente varie de punto en
punto. Consideremos un sistema de coordenadas

T = <x17x27‘/1"3) = QB(Ul”LLQ,U/g) = 85(1“_07 con SB :D C Rg — R3
una transformacién inyectiva. Supongamos tambien que la matriz &' (u)
es invertible. Mas aun, supongamos que los vectores —5‘1( i), =1,2,3
son ortogonales en todo # € D. Definamos
g 1 07

U = ———,

Entonces, podemos expresar el vector gradiente de una funcién es-

calar f en el modo siguiente:

i=1,23

i':

3
VHE) =Y (V@) i), T = §(7)
i=1
Por abuso de notacién, escribimos a veces la funcién f en las coor-
denadas i, como f(u), queriendo decir

f@@)), (@) = ).
Por regla de la cadena, vemos entonces que

of
(3uz~

= WV - .
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Entonces
(7.16) vi=Y L,

Es comtn, y natural expresar a un campo Vectorial en las coordenadas
i, esto es términos de los vectores del triedro ;, ¢ = 1,2, 3. Supongamos
que (expresado en las coordenadas 4 en vez de las cartesmnas) tenemos

Calculemos la divergencia en estas coordenadas. Notemos primero
que

|det (&'(@))[ = hahshs.

Para una funcién ¢(Z) suave, que se anula fuera de un conjunto aco-
tado, tenemos escribiendo [ para designar integracién sobre todo el
espacio, y por el teorema de la divergencia,

o:/v-(¢ﬁ):/v¢-ﬁ+/v-ﬁ¢.
Gracias al Teorema del cambio de variables, tenemos que
/(v CF)¢pds = /v - (VF) 9 hihohs du

Asi,
—/v-(¢ﬁ)¢h1h2h3du:/w-ﬁdx =

Z/ 1 9y Fhlhghgdu—

81/} Fthhgdu—i-/—thlhgdu+/—F3h1h2du

Oy

h1h2h3 811,1 ( 8u1 8u1

Como 1 es arbitaria, obtenemos entonces que para F= Fsis + Fits +
Fug
(7.17)

- 1 0 0 0
- F = Fihoh E5hih —
V hlhghg {8u1 ( 1 3) 8u1 ( 2 3) + aul

1 0 9 9
_/ { Fihohs) + —— (Fyhihg) + —— (thlhg)} b hyhohs du .

(thlhz)} :
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Con este método podemos derivar otras formulas, por ejemplo para
calcular el Laplaciano de una funcién escalar f(z) expresado en coor-
denadas u. Tenemos

3

De la formula (7.17) obtenemos entonces que

1

3

(7.18)

Af — ——
1= Tihahs 2

0

1 8uz

(hlhghg

1of

).

Se puede obtener también la siguiente férmula para el rotor.

1 hity  hotie  hsts

o 2] o) 0

VXE =g on gu o |-
S|hFy hoFy hgFs

Esta formula corresponde al calculo formal

~ 1 0 1 0 1 0
v F—(_—q 2 LU ~
% ( “ +h2u28u2

o, t o0,

) X (FllALl + FQIALQ + Fgag).

Junto con el sistema Cartesiano (%,j’,l%), los principales sistemas de

coordenadas ortononales son las coordenadas cilindricas y las esféricas.

7.0.1.  Coordenadas cilindricas. Recordemos que esta es la trans-
formacién
T =g(r,0,z) = (rcosf,rsind, z).
Entonces

7 = (cosf,sinf,0), h, =1, 2=1(0,0,1), h, =1, 6 = (—sinf, cosd,0), hg =r.

Los vectores 7, 6, Z son en efecto ortogonales, y para un campo vecto-
rial ' = F,.7 + Fy0 + F,Z tenemos

10
ror

10F,
r 00

OF,
0z

—

V- F =

rF,) +

De este modo, podemos también calcular el Laplaciano de una fun-
cién escalar f(r,0,z). Usando la férmula (7.18) obtenemos

1 0°f

0% f  O2f
i 2 992

922 or?

Lof

(7.19) -

Af =
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7.0.2.  Coordenadas esféricas. Aqui el cambio de coordenadas es
Z=@(p,0,0) = (pcosfsing, psinfsin ¢, p cos )
De modo que

p = (cos@sin¢,sinfsin ¢, cos @), h, =1, = (—sinf, cos6,0), hg = psin @,

é = (cosf cos ¢, sinf cos ¢, sin @), hg = p.
Se verifica de inmediato que estos vectores son ortogonales. Calculemos

por ejemplo el operador Laplaciano para una funcién escalar f(p, 0, ¢).
Usando la férmula (7.18) obtenemos

1.0 (,0f 1 0?f 1 g (. ,0f
Af = p? dp (p 8p> +p23in2gz§ 00? +p25in¢> 0¢ s1ngz§a¢ '

8. Comentario: significado de divergencia y rotor

Los teoremas de la divergencia y de Stokes, conducen a interpreta-
ciones simples de los operadores divergencia y rotor en un punto dado.
Supongamos que F () denota la velocidad de un fluido en el punto
x € R3. Esto significa que una particula arrastrada por el fluido en ese
punto avanza || F(z)|| unidades de longitud por unidad de tiempo. Asi,
si consideramos la bola B(xg,r) = {x / ||z — xo|| < r} tenemos que
f OB(zo.r) F-n representa el volumen neto del fluido que sale el casquete

esférico (hacia el exterior), esto es, la diferencia entre el volumen de lo
que sale y de lo que entra en una unidad de tiempo. Esta diferencia,
a medida que el radio se hace mas y mas pequeno estd medida pre-
cisamente por la divergencia del campo de velocidades en el punto g
(de ahi el nombre divergencia). En términos precisos, tenemos que si el

campo F' es de clase C*, entonces, por el teorema de la divergencia,

r—=0 73

1 = ]. — 4 —
h’m—/ F-ﬁ:h'm—/ div Fdx = —ndiv F'(x)
2B(z0,r) Blwo,r) 3

Entonces podemos decir que el flujo neto esta aproximadamente medi-
do, para r muy pequeno, por la formula,

— 4 —
/ F-n =~ —mridiv F(z)
0B(zo,r) 3

—

El flujo neto por unidad de drea estd dado entonces por # f OB(zo.r) F

A~ Ldiv F ().

r
3
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El rotor rot F (x¢) mide la tendencia del fluido a rotar. Consideremos
un vector unitario cualquiera e y un disco plano D(zg,7) con vector
normal e. En otras palabras D(zg,7) = B(zg,7) N {(z — z¢) - € = 0}.

Entonces, usando el teorema de Stokes

]. - A ]_ — —
h’m—/ F-tdl = h’m—/ (rot F') - nd A = 4mrot F(xo) - e.
OD(xo,r)+ D(zo,r)

r—0 7‘2

Asi, la circulacion del campo de velocidades a lo largo de la circunfe-
rencia 0D (xg, ) esta dada por aproximacion,

/ F-tdl ~ Amr?rot F(xzg) - e .
OD(xo,r)+

Si rot ﬁ(mo) =% 0, notemos que la direccion del eje e que mazimiza

la circulacion de F en torno a él es precisamente la del rotor, e =
rot ﬁ(xo)
[TOt F(zo)| "






Capitulo 2

Funciones de variable compleja

1. Conceptos basicos

Consideraremos en este capitulo funciones f :  C R? — R?, donde
() es un abierto, que son diferenciables, pero de hecho con una nocién de
diferenciabilidad mas restrictiva que la habitual. Consideramos en este
capitulo a R? dotado del producto complejo. Asi, recordemos, C es el
cuerpo, obtenido a partir de R?, con su suma habitual, y adicionalmente
el producto

(a,b) (¢,d) := (ac — bd, ad + be).

El producto complejo también tiene la siguiente 1til representaciéon
matricial en matrices columna

a —b| |c ac — bd
(11) {b a} M = [ad+bc]
Denotando, en vez de la notacién de pares ordenados o vectores

columna, i := (0,1) y 1 := (1,0), se escribe (a,b) = a + bi, y entonces
resulta que i -7 = 12 = —1, y naturalmente

(a+ bi)(c+ di) = ac — bd + (ad + be) i.

La parte real de un nimero complejo z = z + iy es Re(z) := x y su
parte imaginaria, Im(z) :=y.

El conjugado de z = x + 1y es el nimero z = x — 1y. Definimos el
valor absoluto de z = x + 1y como

2] = Vaz = Va +y? = || (2, y)ll.

Podemos dar al producto punto en R? la siguiente expresién en términos
de niimeros complejos:

(x1,y1) - (22, y2) = X122 + Y1Y2 = Re(z122),

donde z; = x1 + 1Yy, 22 = x93 + 1y2. Por ejemplo, la desigualdad de
Cauchy-Schwartz se lee |Re(z122)| < |21 |22|. C dotado de las opera-
ciones de suma y producto es un cuerpo. 1 es el elemento neutro para

43
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la multiplicacién. El inverso de un nimero complejo z = x + iy # 0 se
define como

1. * x .Y
z = —

= —1 .
2z xr+yr r? P

y mas en general, el cuociente

a+bi 1 ,
iy Hl S (ac + bd + i(be — ad)).

1.1. Limites y continuidad. Decimos que una sucecién com-
pleja z, = x, + y, converge a zo = To + 129, 2, — 2o Si
lim ’Zn - ZO‘ = lim H(xnayn) - (any())H'
n—oo n—oo
Al coincidir el concepto de convergencia sucesiones en R? y en C, te-
nemos automaticamente heredadas las nociones de abierto, cerrado, vy,
muy importante, continuidad y limites para funciones f : 2 C C — C.
No elaboraremos por ende mayormente en estos conceptos, asumiéndo-
los como comprendidos desde el curso anterior. Por ejemplo, suponga-
mos que €2 es un abierto, y que zy € 2. Decimos que
lim f(z)=LeC
Z—r20
si y sélo si para toda sucesion z,, — 2o con z,, # zo para todo n, se tiene
que f(z,) — L. f es continua en z; si se tiene que lim,_,,, f(2) = f(20).
El algebra compleja de limites se prueba directamente a partir de
aquella en R2. Por ejemplo, si

lim fi(z) = L1, lim fy(z) = Ly
220 Z—20
se cumple que

(12) zh;nzlo fl(Z) + fQ(Z) = L1 + LQ, zh;nzlo fl(Z)fg(Z) = LlLQ.

En efecto, si fj(z + iy) = u;(z,y) + ivj(x,y), L; = a; + ib;, entonces,
por ejemplo, si anotamos fify = p + iq, entonces p = ujus — vV Vs,
q = u1v1 + ugv9, de modo que

lim  (wyug — v1ve)(,y) = a1by — agbs,
(z,y)—(z0,y0)

m  (ugvg + ugvo)(x,y) = arby + aghy
(z,y)—(z0,y0)

gracias al algebra de limites reales. Se sigue que lim,_,,,(p+iq) = L1 Lo



1. CONCEPTOS BASICOS 45

1.2. Derivada en el sentido complejo. Consideremos una fun-
cion f: Q C C — C, con  abierto. Decimos de f es derivable en el
sentido complejo en zg € () si el siguiente limite existe:

f(z) = f(20)
220 2 — 2

Escribamos f(z) = u(z)+iv(z) con u y v funciones a valores reales.
Tenemos que

oo JE = F) () = F(20) (2 — 7)

Z—Z0 zZ — 20 Z—20 ‘Z — 20‘2

En particular, Escribamos z = zp + t 1. Tenemos que

, f(Zo + tl) — f(Z()) ou ,81)
/ o p—
f'(20) = lim " = 5, (70) +ig—(z0)
Por otro lado, si tomamos z = z5 + ti. Tenemos que
/ 1z .f(ZO + “f) - f(Zo) - 81) au
f'(z0) = 15% —t / = a—y(zo) - Zﬁ—y(zo)

Entonces, la conclusion es una importante restriccion a derivadas par-
ciales de las funciones u y v en caso de que f sea derivable en el sentido
complejo:

ou .Ov ov Ou
f'(z0) = 5 (0) i (20) = a—y(z’o) - Za—y(zo)-
En particular f(z + iy) = u(z,y) + v(z,y)i satisface las ecuaciones
de Cauchy-Riemann
(1.3)

O 0. 0) = 0, 0): 0, 10) = — o (ro,t0), 20 = 20+
o To,Yo) = 3y Lo, Yo), o Zo,Yo) = 8y Zo,Yo), <0 = Lo T tYo-

Una pregunta natural es cémo se relaciona la derivada compleja f/(zp)
con la diferenciabilidad (en el sentido real) de la funcién f(z,y) =
(u(z,y),v(x,y)) en el punto (xg,yo). De existir, la derivada real, que

para evitar confusiones le denotamos D f(xg, y9) esta dada por
@(x Ou
»Y0) (0, o)
Df(zo,90) = |Z5,. 7" 5 }

USCUED {g—x(%,yo) g_y(ﬂfmyo)
Hacemos la siguiente observacién: si f’(zp) existe entonces la matriz
D f(xg,yo) tiene la estructura especial

o (o, 50) G (w0, %0)
o oz 9y
(1.4) D f(x0,90) = [_g_z;(myo) &u (o, yo)}
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T —To| _ %(ﬂfo,yO)(iﬂ—%)Jrg—u(iﬂo,yo)(y—yo) _
Df(%a yo) _ — | _0ou _ ou _ -

Y=Y ay (20, o) (x — o) + 55 (70, Y0) (¥ — Yo)
volviendo a la notacién compleja, de (1.1) obtenemos

ou ou

(%(fﬁo,yo) B ia—y(xo, yO)) (z — 20 +1i(y — %)) = f'(20)(2 — 20)-

Por lo tanto, vemos que la siguiente igualdad se cumple:

|f(2) = f(20) — f'(20)(z — 20)|

0= lim =
Z—20 |2 — Zol
r— X
|00 = 0 0) — D) 2220 |
, Y — Yo
lim .
(.4)—(o0.y0) |(z — xo, y — yo)||

En otras palabras, si f es derivable compleja entonces lo es en el sentido
real, y su matriz derivada tiene la estructura especial (1.4). i.e. las
ecuaciones de Cauchy Riemmann (1.3) se satisfacen.

Los célculos anteriores son reversibles, y de hecho también entregan
la condicién reciproca. En resumen, tenemos el siguiente resultado.

PROPOSICION 1.1. f es derivable como funcién compleja en z si
y solo si, la funcion f es diferenciable en el sentido real y su ma-

triz derivada tiene la estructura (1.4), esto es [ @ _5]. En tal caso,

b
F(20) = a+ ib.

Es interesante notar lo siguiente. Si f = u + v es derivable en el
sentido complejo en una region €2 y u, v son ademés funciones de clase
C?(9)), entonces las funciones u y v son armdnicas, esto es

AU = Upy + Uy =0, Av =10, +17v,, =0 en Q.

EJjemprLo 1.1. Considere la funcion f definida sobre C por

flz +iy) = /|z|lyl,

donde x,y € R. Muestre que f satisface las ecuaciones de Cauchy-
Riemann en el origen pero que f no es holomorfa en (0,0).

Solucion Es claro que las derivadas parciales existen y son todas igua-
les a 0 en el origen. Por lo tanto las ecuaciones de Cauchy-Riemann
se satisface. Por otro lado f no es diferenciable (en sentido real) en el
origen, por ende no es holomorfa en el origen. Para verificar esto, nos
basta ver que

F0.0): (er.€2)) = lim /e o]
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Este limite de hecho no existe. O

1.3. Forma polar. Es a menudo 1til escribir nimeros complejos
utilizando coordenadas polares, esto es x+1y = r cos #+irsin § De gran
utilidad es la notacién

e = cosf + isinb.

Esta notacién se justifica pues
01192 — cos(fy + 0,) +isin(fy + 6,) .

Como

cos(fy + 02) = cos 0 cos Oy — sin @, sin O,

sin(f; + 05) = sin 6, cos 05 + cos 6 sin 65),

concluimos que
61(91+92) — 6191 6292 )

Notemos que €2™ = €Y = 1 y que vale la famosa Fcuacién de Euler:
e™ + 1 = 0, que relaciona a los cinco nimeros mas importantes en
matematicas. Asi tenemos que todo niimero complejo puede escribirse
como z = re?, r =|z|. Notemos también que z = re~. La notacién
polar es 1til para encontrar las raices de la unidad, esto es, para un

entero n > 1, para encontrar las soluciones complejas de la ecuacion
=1, zeC.

En efecto. Escribamos z = re?. Sustituyendo obtenemos que "¢’ =
1. de modo que necesariamente r = 1, y entonces necesitamos que
61n0 =1

Esta igualdad, para valores § € [0, 27) es posible si y solamente si, para
algiin k entero, nf = 2kn. Entonces necesitamos

k
0=2r—€[0,21) <= k=0,'1,2,...,n— 1.
n
Las raices de la unidad son entonces los n nimeros complejos

7
=en, k=0,1,...n.
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2. Funciones clasicas y sus derivadas

2.1. Funciones exponencial y logaritmo. La notacién e¥,
permite una extension natural de la funcién exponencial real, z € R —
e’ a la funcion exponencial compleja z € C — e* € C, definida
como

e” = "W = e"e" = % (cosy +isiny).
Es inmediato comprobar que la funcién exponencial satisface

=1, T2 =¢He2 =7
62
Verifiquemos que esta funcion es derivable en el sentido complejo. Para
ello, usemos la Proposicién 1.1. Escribimos f(z) = e = e® cosy +
1e” siny. Asi,
e*cosy —esiny
Df(z) = | o g . :
siny e¥cosy
En efecto, las derivadas parciales son continuas, por ende la funcion
es diferenciable en el sentido real. Por otra parte esta matriz tiene la

estructura [ l? _cﬂ , por lo tanto f es derivable en el sentido complejo
en zy
f'(z) =a+ib=¢€"cosy +ie’siny = €.

Al hablar de funcién exponencial, es natural considerar la funcién
logaritmo, su inversa. En verdad la funciéon z — e* no es inyectiva,
pues T2 = ¢* pero es posible definir una funcién log de modo que
el°e* = 2 (una inversa por la derecha de la exponencial) en el modo
siguiente: Para 0 # 2z = re® § € [0, 27) definimos
(2.5) In(z) :==Inr +1i0
0 sea

In(z + iy) = In /22 + y? + iarg (x + yi)
donde
arctan (%) siy>0, x>0
7 — arctan

2
7 + arctan (

' % six <0,y >0,
arg (v +1y) = g siz<0,y<0

3 .
om — arctan f) six>0,y<0

Esta funcion no estd definida para z = 0 y es obviamente discontinua
en el semieje real, {x +0i / x > 0}. Visto en la expresién polar (2.5),

lim Inr 40 =27i # lim Inr + 6.
0—2m— 6—07t
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La funcién z — Inz es derivable en toda la region C\ {x + 0i / = >
0}. En efecto, sus derivadas parciales son continuas en esta region.
Calculemos la matriz derivada real:

E }

r2

z

7‘2

a] y por lo tanto la derivada compleja

&

Dn(x +iy) = {_T

ke ¥

que tiene la estructura [Z

existe y

o i) = &Y 1
f(x—i—zy)-r2 i3 P

Por lo tanto, como en el caso real,

d 1

E(ll’l Z) = ;

Observacién. Es importante que notemos que la funcion log z cons-
tituye una extensién de la funcion logaritmo real, pues para x > 0
tenemos en efecto

In(z +i0) = Inx. Por otra parte, ésta no constituye la la tinica inversa
por la derecha posible de la funcién exponencial, pues, por ejemplo,
In z 4+ 2k7m ¢ también invierte la exponencial por la derecha. De hecho,
no es tampoco la tnica de estas inversas que extiende al logaritmo real.
Tomemos por ejemplo la siguiente definicion alternativa del argumento:

arctan(y/x) siz>0

arg (.T + Zy) = {7-(- + arctan(y/x) six S 0.

Con esta definicién se logra el mismo efecto: El cambio estd en que
esta funcion es ahora discontinua en la semirecta {0 +1iy / y < 0}. En
efecto, para y < 0

§ : 3 T _ . ,
lim arg (x +iy) = o # 5= xlggh arg (z + 1y).

rz—0~

Sin embargo si L(z) es cualquier funcién derivable tal que e(**)

algin abierto, entonces por la regla de la cadena (que demostraremos
més tarde), e“*)L/(z) = 1, y por ende L'(z) = 1.

=z en

2.2. Propiedades operacionales de la derivacién compleja.
2.2.1.  El dlgebra de la derivacion. Usando, o bien la definicion, o
el conocimiento que ya poseemos de las propiedades de la diferenciabi-
lidad en R2, es sencillo verificar la validez de las propiedades siguientes.
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PROPOSICION 2.1. Sea Q un abierto en C y fi,fo: QCc C — C,
funciones deriwables en el sentido complejo en zy € 2, A € C. Entonces
A1+ fa y fife son derivables en zg y

(fitfo) (20) = fi(z0)+f2(20),  (fif2)'(20) = fi(20) f2(20)+f1(20) f5(20)-
Ademdas, si fa(z) # 0 para todo z cercano a zy, tenemos que fi/fs es
derivable en zy y

A fi(z0) f2(20) + fi(20) f3(20)
(E) 0= falzo) |

Demostracion La linealidad de la derivaciéon se verifica facilmente.
Para el caso de la regla del producto, lo més sencillo es imitar la de-
mostracion para funciones reales. Tenemos

Nifo(2) = fifa(z0) _ f2(z)f1(2) 1(20) +f1(20)f2(z) — fa(=0)

zZ— 20 zZ— 20 zZ— 20

Tomando limite cuando z — z usando el dlgebra de limites (1.2) se
sigue el resultado deseado.

Para el caso del cuociente, nos basta probar la férmula en el caso
fi=1.8Si f(z) # 0 es derivable compleja en zy entonces

1 (1 1 ): 1 f(2) = f(=)
z—2 \f(2) [f(2)/ [(2)f(2) 22—z

Gracias a (1.2) se sigue entonces que
d /1 1,
(7)) =~
U

A manera de ejemplo, podemos aplicar el resultado anterior para
derivar potencias. Observemos que

d _
—(2)],_, = lim TR,
dz" 7150 zma 2 — 2
Afirmamos que para todo n > 1 se tiene que
d
2.6 —(2") = nz""L
(26) = (2")

En efecto, por induccion, aceptemos el resultado para un n > 1. En-
tonces

d n+1 d n n—1

—(z =—E"2)=n"z+2"l=(n+1)2"

T (M) = (") (n+1)7",

y el resultado se sigue. Observemos que gracias a la proposicion an-
terior, el resultado (2.6) es también vélido para potencias negativas

n > 0.
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2.2.2.  Regla de la cadena. Sean €2, A abiertos en C, f : 2 — A,
g : A — C derivables respectivamente en zg y f(z0). Entonces g o f :
2 — C es derivable en zy y (g0 f)'(20) = ¢'(f(20)) f'(20)-
Demostracion La diferenciablidad de la composiciéon en el sentido
real se sigue de la regla de la cadena, asi como el hecho que

D(go f)(z0) = Dg(f(20)) Df(20) -

Las matrices derivada en el lado derecho tienen la forma respectiva

‘ﬂ () = an + by,

3]

—by

a ‘| , fl(Zo) = as + Zbg
2

Asi, encontramos

_|aia2 — biby —aiby — bras
D<g © f) (Z[)) o |:CL11)2 —+ b1a2 a1 — blbg ’

Por lo tanto, las ecuaciones de Cauchy-Riemann se satisfacen y
(90 f)(20) = aras — biby +i(arby + biaz) = ¢'(f(20)) f'(20). O

2.3. Funciones trigonométricas e hiperbdlicas, potencias
no enteras. Considerando que

eV +e W e — e W
—— = COSY - = Ssmy
2 ’ 2i
asi como
et +e” et —e .
= cosh x, —g = sinh x,
es natural extender estas funciones a todo C definiendo
eiz + e—iz ) eiz _ e—iz
coOsz i = ———_ sinzgi= —7— ™ —
2 ’ 21 ’
ef 4+ e~ . e —e*
coshz ;= ——— sinhz = ———
2 ’ 2 ’

De modo que valen, por ejemplo, la identidades cosh(iz) = cos z, sin z =
—isinh(iz). Ademds, se obtienen las féormulas familiares:

2

sin?z +cos®z =1, cosh?z—sinh?z = 1.

Por otra parte, se verifica, a partir de los resultados operacionales ob-
tenidos para la derivacién, que estas funciones son derivables en todo
Yy

E(sinh z) = cosh z, %(Cosh z) = sinh z,
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d d
—(sinz) =cosz, —(cosz)= —sinz.

dz dz
2.3.1. potencias no-enteras. Cuando a € C no es un numero en-
tero, definimos la funcién z — 2z por

2= 2 cQ=C\{r+i0/ x>0}

Usando las férmulas encontradas para las derivadas de las funciones
logaritmo y exponencial, y la regla de la cadena obtenemos

d 4
—z
dz
2.4. Convergencia de series complejas. Seab,, k =0,1,2,...
una sucesion de numeros complejos. Definimos, en caso de existir, el

limite
o0 n
S et Yoh
k=0 k=0

Decimos en tal caso, que la serie Y - by converge. Una condicién
suficiente para la convergencia de una serie de niimeros complejos es su
convergencia absoluta. Observemos que la sucesion de nimeros reales

d
= ealogza (alogz) = az*"t

n

Sp = Z |bk|

k=0

es creciente. Si ademas es acotada superiormente, esto es, existe C' > 0
con S,, < (' para todo n, tenemos que S,, tiende a un limite cuando n —
co. Este limite se denota por cierto ), |bx| En este caso escribimos

simplemente
oo
> bk < oo
k=0

Tenemos el siguiente resultado

PROPOSICION 2.2. Si)y ;2 |by| < o0, entonces la serie Y, by
es convergente. Decimos en tal caso que esta ultima serie es absolu-
tamente convergente.

Demostracién Tenemos que la sucesion z, := > _, by es acotada en
C. En efecto

2l <D [be] <D k| = C < 4o
k=0 k

=0

Por el teorema de Bolzano-Weierstrass en R?, z, tiene una subsucesién
convergente, zp, — Z. Afirmamos que Z es en realidad el limite de toda
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la sucesién. En efecto

kn o)
2 = 2] <D Mokl <)l — 0
k=n k=n

cuando n — +o00. Concluimos que z, — Z, esto es, que la serie >~ by,
es convergente. U

2.5. Series de potencias. Mediante las reglas algebraicas que
hemos encontrado para la derivacion compleja, es inmediato que un
polinomio

f(z) =30 ar(z — 2)* es derivable y

f'(z) = Z kap(z — 20)" .

Consideremos ahora una funcién definida como una serie de poten-
cias en torno a zgp,

(2.7) f(z) = Zak(z — z)k.

El radio de convergencia de esta serie es la cantidad r, < +oo dada
por

oo
re =sup{r >0/ Z |ag|r” < 400}
k=0
Supongamos que 7, > 0, y que |z — 29| < r < r,. Entonces para
todo k suficientemente grande tenemos

oo o0
Z |ag ||z — 20| < Z |ag|r* < +o0.
k=0 k=0

De este modo, la serie (2.7) converge absolutamente para todo z con |z—
20| < r«. De acuerdo a Proposicién 2.2, la serie es entonces convergente
para todos estos z. Afirmamos que la serie define en verdad una funcién
derivable en

D(zg,1) ={2€C / |z — 2| <"}
y que

f'(z)=yg9(z) = Z kap(z — 20)" L.

La serie g(z) tiene el mismo radio de convergencia de f(z). En efecto,
Si r es cualquier nimero positivo menor que r, y r < 1’ < r, entonces
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krk=—1 < ¢'* para todo k > ky. Por ende

o) ko o)
> klaglr TN < Elarlr T ) Jarr]F < +oc.
k=0 k=0 k=0

entonces la serie g(z) converge absolutamente para todo z con |z—zy| <
7 < Ty

Notemos ahora que

f(z+h)—f(z 2)h = f:ak z4h—20) = (2—2)F — k(2 —2)"'h.]
k=0
Entonces
S k h h
=G =0 < S lasle—aol 0+ 2 1ok

Por otra parte, notemos que si |a| < €

k
- 1
(v -1-hal < 3 (4l = Jrr-n@erslalloP, s € 0.0
j=2
y entonces si |h| < e|z — 20| ¥ |z — 20/(1 + ) <7 < 1, obtenemos

[f(z+h)=f(2)=g()h] < [A*) %k(/f—l)lakllz—%\k2(1+8)“ < Clnf?,
k=2

o0
C= Zk2|ak|rk_2 <
k=2

Asi, f es derivable en todo punto z € D(zp,74), y f'(2) = g(2). O

En general, una funcién f : Q € C — C de dice holomorfa en 2
si es derivable en el sentido complejo en todo punto de 2. Escribimos
en tal caso f € H(0).

Notemos que el radio de convergencia de las series obtenidas al de-
rivar termino a término la serie de f, es siempre el mismo. Obtenemos,
inductivamente que f es derivable de cualquier orden en todo punto de

D('x()a T*) Yy

fI(2) = kZ:; (k+!+l)!ak(2 — 20)".

Es importante notar que de esta expresion obtenemos

f(j)(zo) = klay,



3. INTEGRACION COMPLEJA Y FORMULAS DE CAUCHY 55

de modo que la funcién se puede expresar en D(zg,7,), por su serie de
Taylor,

3. Integraciéon compleja y féormulas de Cauchy

3.1. Integracién sobre curvas. . Sea (C,7) una curva C' por
tramos, v : [a,b] — C. Sea f :C — C una funcién continua. Se define

(3.8) /fw: /f

Supongamos que f = u + v. (¢ 2(t) = z(t) + 1y(t) Entonces la
integral compleja la podemos eSCI"Ibll" en términos de integrales de linea
reales. En efecto, por definiciéon tenemos que

b
/fdz = /(ua:’—vy’)—iri(uy’—l—vx’)dt—
C a

(3.9) /C(u, —v)-tdl + z‘/c(v,u)-fcw.

A partir de esta representacion real, obtenemos la desigualdad trian-

gular
/fdz g/[f]dﬁ.
c c

Demostracién Consideremos el vector en R? (P,Q) = ((u,—v) -
t,(v,u) - ) y denotemos [,(P,Q)dl = ([, Pdl, [, Qd¢). Entonces para

cada vector e con |le|| = 1 tenemos

\e./C(P,Q)cw\ :|/C(P,Q)-ed€] < /C||(P,Q)Hd£

gracias a la desigualdad de Cauchy-Schwartz. Entonces si [ (P, Q)dl #
0y escogemos e = [.(P,Q)dl/| [.(P,Q)d{||, obtenemos que

| [l < [r.ae

El resultado buscado se sigue de esta tultima desigualdad notando que

/ﬁh—H/PQMH

y que [[(P, Q)] = [[(u, v) || = |f]. D

LEMMA 3.1.

(3.10)




56 2. FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA

Supongamos que C es una curva cerrada simple, recorrida en sentido
positivo, y supongamos ademés que las funciones u, v son de clase C*
en la regién D encerrada por C. Por la expresion (3.9) y el teorema de
Green tenemos entonces que

frre [ [ () (5 5)

Si adicionalmente suponemos que f(z) es derivable compleja en D,
entonces se satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, de modo que

ov  Ov ou Ov
L )
or Oy or Oy
y entonces fc f(z)dz = 0. Recordemos que un abierto 2 C C se dice

simplemente conexo si todo par de puntos de ) puede unirse por una
curva C'! por tramos, y si toda curva C! por tramos, cerrada simple en
), encierra una region contenida en 2. Hemos demostrado el siguiente
resultado

TEOREMA 3.1 (Cauchy). Sea Q C C un abierto simplemente cone-
zo, y f: Q C C— C una funcion holomorfa con derivada compleja f’
contmua Sea C una curva cerrada simple, C* por tramos en 0 Enton-

ces fc z)dz = 0.

Este resultado es central en la teoria de funciones de variable com-
pleja. Es de hecho también valido bajo la hipdtesis méas débil de que
la funcién f sea solo derivable en el sentido complejo en todo €2, sin
suponer la continuidad. En todo caso, ésto es suficiente para nuestros
propésitos.

El teorema anterior nos dice, equivalentemente que en la situacién
descrita, el valor de la integral fc fdz depende sélo de los puntos inicial
y final de un punto inicial y final de C. Considerando una curva simple
Cz, C'! por tramos que une los puntos 2y y z designamos por fz'z fdz a

la integral fcz fdz.
z0

3.2. Existencia de primitivas. El siguiente resultado puede
leerse como una forma del Teorema fundamental del calculo, para fun-
ciones holomorfas.

PROPOSICION 3.1. Sea Q wuna abierto simplemente conexo, y f
una funcion holomorfa en Q0 con derivada f'(z) continua. Sea F(z) =
fzzo f(w) dw Entonces F es holomorfa en ) y

F'(z) = f(2).
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Demostracién Escribamos f = u + iv Recordemos que de la Propo-
sicién 2.1, los hechos que §,(u, —v) - £dl = 0, §,(u, —v) - £dl = 0, para
toda C cerrada simple, implican que los campos (u, —v) y (v,u) son
conservativos Mas precisamente, se tiene precisamente que

P(z):/ (u, —v) -tdl, z=ux+1y
c

%

satisface
oP B oP
or

En modo similar, la funcién
Q(z) :/ (v,u)-tdl, z=ux+iy

satisface
oQ 0Q
—_— = _— =
Ox Oy
De este modo, la funcién F' = P+1() satisface las ecuaciones de Cauchy-

Riemann, por tanto es holomorfa. Se tiene entonces que F' = u +iv, y
la demostracién se concluye. O

—Uu

A manera de ejemplo consideremos cuanquier subdominio €2 simple-
mente contexo de C\ {0}, por ejemplo R? sin un rayo infinito emanando
desde el origen. Entonces para un zy dado en €2, la funcién

z
Pe= [
20 w
es una realizacion de la funcion logaritmo en 2. Cabe senalar que para
la existencia de la primitiva holomorfa no necesitamos suponer a priori
que la funcién u + v fuera holomorfa, sino solo su continuidad y el
hecho que la integral sobre curvas cerradas simples en () fuera igual a

cero.

Por otra parte, tenemos que si F' es una primitiva holomorfa de f
en () simplemente conexo, tenemos que

- fdx = F(z1) — F(20)

sobre cualquier camino que una 2y y 2;.
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3.3. El arménico conjugado. Sea () un abierto simplemente
conexo en C. Supongamos que u es una funcién de clase C%(€), arméni-
ca en el sentido que

Upy + Uyy = Au(z,y) =0 V(z,y) € Q.

Afirmamos que existe una funcién v, definida sobre €2, también armoni-
ca, en modo tal que la funcion

flz+iy) = u(z,y) +iv(z,y)

es holomorfa en 2. Para demostrar esto, consideremos el campo vecto-
rial (P, Q) = (—uy,u,). Notemos que @, = P,, por la armonicidad de
u. Por el Ejemplo 3.2, concluimos que el par (P, Q) tiene un potencial
v, esto es

Up = —Uy, Uy = Uy

de modo que la funcién f = u + v es holomorfa en 2. O

COROLARIO 3.1. Bajo las hipotesis del teorema anterior, si C en-
cierra k curvas cerradas simples disjuntas Cy,...Cy en su interior, de
modo que C; = OD; y
D\ UL D; C Q, entonces

/Cf(z)dz:g/Cif(z)dz

En que las curvas se suponen orientadas en sentido antihorario.

Demostraciéon Consideremos primero el caso k& = 1. Consideremos
una curva Cy dentro de C y D es la regién anular encerrada entre C
y Cy. Consideremos dos puntos de C; zp1, 292 y dos puntos z; y 2»
sobre C. Consideremos curvas disjuntas simples, I'1, T'y, de clase C*
que unen respectivamente zp; Con 2y y 2zgs €on 2. Supongamos ademéas
que Cy esta dividida en dos tramos disjuntos Co; v Coo que unen zg; y
zg2 en sentidos opuestos, de modo que Cy; + Cp2 = C;. Consideramos
una division similar para C, relativa a z1, z3, C; + Co = C. Logramos
entonces por concatenacion las curvas cerradas simples, recorridas en
sentido antihorario,

Y=T1+C —Ty—Con, 7=Ty+C—T1—Cp.

que encierran regiones contenidas en 2. Asi, por concatenacion y el
teorema anterior obtenemos fv f(z)dz =0,i=1,2. Por ende
k2

o [Yl f(Z) dz_l—/’Yz f(Z) de = /1"1+C11"2C01 f(Z) dz+/r‘2+C2F1C02 f(Z) dz =
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/C F)d = [ f)d,

lo que prueba la afirmacién en el caso k£ = 1. El caso general se sigue
por induccién. O

3.4. La férmula integral de Cauchy. Otro corolario del Teo-
rema de Cauchy, especialmente importante en aplicaciones a calculos
con funciones de variable compleja es la formula de Cauchy

TEOREMA 3.2. Sea [ : Q2 C C — C una funcion holomorfa en 2
con derivada f' continua en Q. Sea C una curva en S, simple, cerrada,
C! por tramos que encierra una region contenida en . Sea zy un punto
de la region encerrada por C. Vale entonces la siguiente formula:

f(z0) = LI,

21 Jo 2 — 2

en que suponemos que C esta recorrida en sentido antihorario.

Demostracion Es una consecuencia del Corolario 3.1. Consideremos
la curva Cs que rodea a zg, parametrizada por

Y(t) = 2o+ e, t € [0,2n].
Por el corolario, tenemos que

J&) [ SE
cZ—ZO C(SZ_ZO

Ahora, como v/(t) = die', tenemos que

2 it m
@) g [T a0 gy / fla0 + de) dt.
0

cs 2 — 20 0 dett

De este modo,

/() dz = ll'mi/27r [z + 6e) dt = 2mi f(z),
0

cZ— 20 50

y el resultado queda demostrado. U
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3.5. Expansién en serie de potencias de funciones holo-
morfas. Una consecuencia importante es el hecho que una funcién
holomorfa con derivada continua en €2 puede expandirse en serie de po-
tencias. Consideremos un disco D(zg, ro) C 2. Tomemos C = dD(z, 70)
orientada positivamente. Escribamos

1 f(2) 1 f)
f(zo—i-w):%/c—wdz:/cl_ — dz

Z— 29— Z_ZOZ—ZO

Si |w| < 1o tenemos que = Lol 2] < 1, y podemos expandir

0o wk
:Zm, z€eC.
i=0 0

z—20

Asi,

1 f(2) f(2)
f(zo—i_w)%/cz—zo—w 27‘(‘/2 (2 — 29)¥ z—zodz'

Intercambiando la suma infinita con la integral, oenemos entonces la
férmula de representacién

1 /(z)
(311) Zo—l-’w Zakw _%/C ﬁdz

En efecto, el intercambio se justifica pues

/ZHD ey [y
/Z EE zf’i dz| <= max|f|€()z<£|m)k

j=n+1
y esta utima cantidad tiende a cero cuando n — oo, de modo que

f(z) B
/Z Z—ZO Z—ZQ Z/ Z—Zo Z—Z(]dz—o

Por otra parte, hemos obtenido que

&L, < mix |f|((C) 1k

c |z — 2ot ey

<

] <

De este modo, el radio de convergencia r. de la serie ) ™= ay w” se
puede estimar como r, > rg. En efecto,
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00 1 o] r k
re =sup<r >0 aglr® b > sup{r >0/ = méx (—) =ry.
ofro0/ St} 20 g3 (£) ] -

Por supuesto, esta formula puede también depresentarse por

k
z a 2—2z 2—2Z < A = —— —_— dZ

De este modo, el radio de convergencia de la serie que representa
f es al menos aquél del disco D(zy,ry) contenido en 2. Usando los
resultados de §2.5, tenemos entonces que f es infinitamente derivable
en . Esto es, la presencia de una derivada f’(z) (y su continuidad,
hipétesis que no es en verdad necesaria), implica la existencia de infi-
nitas derivadas, y la propiedad de expansion local en serie de potencias
en torno a cada punto del dominio. Esta tltima propiedad se denomina
analiticidad, y usaremos en modo intercambiable los términos analitica
y holomorfa para una funciéon compleja definida en una regién dada.

Por otra parte, de los resultados en §2.5, sabemos ademas que a, =

% de modo que la férmula de Cauchy resulta extendida del modo
siguiente:

k! f(z)
I S i

271 9D(zo,70) (Z - ZO)k+1

para todo k =0,1,2,....

3.6. Expansion en serie de potencias de algunas funciones
clasicas. Recordemos que f : C — C dada por f(z) = e* satisface
f'(z) = €*, de modo que f*)(z) = e* para todo k > 0. De este modo,
vale la expansion en serie de potencias en torno a 0,

oS0
k=0 k=0

Esta serie podria eventualmente considerarse como una definicion de
la funcién exponencial. Su radio de convergencia es infinito.

Hemos visto tambien que para f(z) = log z, en su dominio de de-
finicién tenemos f'(z) = é, y por lo tanto, para k > 1, f®(2) =
(—1)’“_1@. Desarrollando en serie en torno a z = 1, obtenemos

> f(k) © (_1)k-1
ogz =Y Wiy = S gy
k=1 '

k=1
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una serie con radio de convergencia igual a 1.

Otras series casicas son por ejemplo

ez — o2 0 »2k—1
: _ _ 1)kl ‘
sin(2) 2i > U
7j=1
e* + e 7 > 2k
cosh(z) = — = Z; oI
j:

3.7. Otras consecuencias de la féormula de Cauchy. Una
consecuencia clasica de (3.12) es el siguiente resultado

TEOREMA 3.3 (Liouville). Si f es una funcion analitica y acotada
en todo C, entonces es constante.

Demostracién Supongamos que f es analitica y acotada en todo R2.
De la férmula (3.12) obtenemos entonces que (con rg > 0 arbitrario)

1 /()] 1 _

<z [ Wlaes i,
m (9D(20,T‘0) 0 27T

Haciendo ry — 400 obtenemos entonces que f'(zg) = 0 en todo zy €

R2. Como sabemos, esto implia que el diferencial real de f es tambien

identicamente nulo, y que esto implica que f es constante. 0

Otra consecuencia famosa es la siguiente.

TEOREMA 3.4 (Teorema fundamental del Algebra). Todo polinomio
complejo no constante tiene al menos una raiz.

Demostracién Supongamos lo contrario, esto es que algiin polinomio
f(z) = 2*+ap_12¥"1+- - -+ag no tiene raiz alguna. Entonces la funcién

f(lz) es holomorfa en todo C y claramente satisface
1

lim
Se sigue que la funcion ﬁ es analitica y acotada en todo C. Por el

=0.

Teorema de Liouville concluimos que esta funcion es constante, lo cual
es una contradiccion.

A partir de este resultado se sigue que un polinomio ménico com-
plejo de grado k tiene exactamente k raices complejas, contando multi-
plicidades. En efecto, Si zg es una raiz de f(z) = 2 +agp_12* "1 +- - -+ay,
entonces f(z) es divisible por (z — zp): existe un polinémio ménico g(z)
de grado k — 1 tal que f(z) = (2 — 20)g(2). Si k — 1 > 1, aplicamos
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el resultado del Teorema ahora a g(z). Iterando se obtiene el resultado
deseado. O

3.8. La formula de los residuos. Sea () un abierto de C Con-
sideraremos ahora funciones f analiticas sobre Q\ {z1, ..., z,}. Supon-
dremos ademas que las posibles singularidades z; de f son polos de
orden finito. Esto quiere decir que para cada j = 1,...n existe un
entero k; > 0 minimal tal que la funcién (z — 2;)% f(2) es analitica
cerca de z;. El menor de estos enteros se denomina el orden del polo
Zj.

De este modo, para 0 < |z—z;| < r, la funcién f puede representarse
cOmo una serie

(z—2) f(2) = bo+ bi(z — 2j) + ba(z — 2;)* + - -
y por ende

e R VAR
f(z)—(z_zj)k—l— Z_Zj+a0—|—a1(z z;) +

A esta expansién en torno a una singularidad de orden finito se le deno-
mina desarrollo de Laurent. Al nimero a_; se le denomina el residuo
de f en el polo z;. Se denota habitualmente Res(f, z;).

La féormula de los residuos es una extension del la férmula inte-
gral de Cauchy. Una observacién inicial es que en el contexto de esta
ultima férmula, si anotamos g(z) = % entonces Res(g,20) = f(20) ¥
la formula integral de Cauchy se lee

/g(z) dz = 2miRes(g, 29).
c
Este resultado se extiende del modo siguiente.

TEOREMA 3.5. Sea 2 C C un abiertoy f : Q\{z1,...,2,} — C una
funcion analitica con polos de orden finito en los puntos zq, ..., z,. SiC
es una curva cerrada simple, C* por tramos contenida en €2, orintada
en sentido positivo, y que encierra una region contenida en 2 y a los
puntos zj, entonces

k
/f(z)dz = 27riZRes(f,zj).
c =

Demostraciéon Consideremos, para un nimero 0 suficientemente pe-
quenio, discos D(z;,0) que estén encerrados por C. Denominamos C; a
la frontera de este disco, parametrizada por

v;(t) = z; + 5, t €[0,2n].
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Tenemos entonces que

(3.13) /C flz)dz = Zi; /Cj £(2) dz,

y por otra parte

2m
/ f(z)dz = / f(zj + de™) Sie™ dt.
C; 0
Ahora, como en un entorno de z; tenemos una expansion de la forma

CL_k;]. a_q

f(z):er---

se sigue que

Z_Zj+a0+a1(z—zj)+~~

00 2
/ f(2)dz = i Z ajéj“/ eIt gy,
Ahora fO% eUtit gt = 0 para j #= —1 y = 27 para j = —1. Por lo
tanto,

/ f(2)dz = 2mia_y = 2mi Res(f, z;)
Cj

y el resultado deseado se sigue de (3.13). O

COROLARIO 3.2. Sea f una funcion analitica en el semiplano H =
{z € C / Im(z) > 0}, excepto por un nimero finito de polos de orden
finito z1, ...,z € H. Supongamos ademas that para cierto p > 1 y todo
|z| suficientemente grande, |f(z)| < C|z|™P. Entonces se tiene que

. k
/_ flz)dz = Z27Ti Res(f,z;).

Demostracion Consideremos, para un nimero R > 0 suficientemente
grande, el camino formado por ' + Cr donde I'y esta parametrizado
por v1(x) =z, v € [-R, R], y O por v2(0) = Re, 0 € [0, 71]. Para R
suficientemente grande tenemos que

(3.14)

k
]{ f(z)dz = f(z)dz + f(z)dz = Z 2mi Res(f, zj).
Tr+Cr Tr Cr

Jj=1

Por otro lado
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Jim [ s z—};ggo/ flayds = [ fa)da

y/ f(z)dz] le / z)|dt < CR™PU(Cg) = 2rCR"”
Cr
de modo que

lim f(z)dz = 0
R

R—o00 C

y el resultado se sigue haciendo R — 400 en (3.14). O

EJemprLo 3.1. Calcular

o] 2
]:/ L
I

Solucién Sea f(z) = Los polos de f son los ceros de 1 + 24 que

1+ 4
estan en el semiplano superior son z; = ei’ = %(1 +1), 20 = eim =
2(i —1).
Tenemos que
2
Z 1
Res(f,z) = —= = —.

Por lo tanto,

o[

RBS(f, 21> = ie_zi = §<1_Z>’ Res(f, 22) = ie_im = (—'L— ]_)

Asi,

o 2
/ Y e = 27ri§(—22’) = gw :

oo L+t
EJEMPLO 3.2. Calcule la integral
1 :/ %dx, a > 0.
o T*+ta

Solucién Para un R > 0 dado, consideremos el camino rectangular
cerrado, recorrido en sentido antihorario,

C=C+Cy—C3—0Cy
donde los C; estan parametrizados respectivamente por
’71(75) = t, t e [—R, R],

12(t) = R+1it, t € [0, R],
’73(t) = ZR+t7 le [_R) R]7



66 2. FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA

y(t) = —R+it, t € [0, R).

. 1z
Entonces, por residuos encontramos que para R grande, y f(z) = Fra

are™

j{f )dz,= 2miRes(f,ai) = 2mi = —me 1.

2a1

Por otra parte

teit (ZR + t) i(iR+t)
fj )dz = / Pt /‘@R+w4m?ﬁ

it i(R+it) t i(—R+it)
+/ (R—i—z.)e dt—/ (—R+it)e’ it
o (R+1it)?2+a? o (—R4+1it)?+a?
Tenemos,
R 1\ i( Rtit) R —t
/ (R—l—z't)e al < (R+1t)e i < c
o (R+it)?+a? o | R*—a? R

y en modo similar

/R (—R + ,l't)ei(—R-‘rit)
0

(—R +it)? + a2

C
< —
"

i(iR+t)
/ (iR +t)e dt‘ < C

r (IR +1)2+ a? R

De este modo los tres tiltimos términos en la expansiéon de la integral
tienden a cero si R — +00 mientras que del primero finalmente dedu-

cimos ‘
et
/ o 9 dt = —me 1.
—o Pt a

De aqui se sigue, por paridad, que
°° tsint
[y,
0o t?+a?

EjempLo 3.3. Evaluar la integral

2
I:/ 0
o 2-+sinf

Solucién Sea C el circulo parametrizado por v(6) = €. Entonces

[ o favi = e
o 24sinf 62+ZZ1

e

NN
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donde 5
J(2) = 22+ 4iz—1
El denominador tiene dos ceros, que resultan ser z; = —i(2 — v/3) y

2 = —i(2 + v/3). Notemos que |2z;| < 1y |2| > 1. Entonces
47 2T
z)dz = 2mi Res(f,z) = 27 lim (z—2 )= ——-= —.
$16) () = 2 Jim (=) () = - = —
O
Una observacion es que el método de este ejemplo se extiende en
modo natural al calculo de integrales del tipo

/27r p(sin @, cos )
I = —
o q(siné, cosh)

donde p, g son polinomios en dos variables. En efecto, tenemos que

-1 —1 1

I= [ R ma:?( vt )f

c q 21 2 1z
en la medida que R no tenga polos sobre C. Una vez conocidos los

polos dentro del disco unitario, z1,..., z; la integral puede calcularse
mediante residuos, de modo que

k
I =2mi Z Res(R, zj).

J=1

EJemprLo 3.4. Calcular

[:/Oosinacdag
0 x

Solucion Consideremos el camino cerrado, recorrido en sentido anti-
horario, constituido por

donde
Ci=(—R,=6], Co={|z| <4, Im(z) >0}, C3=(R)]
C,=R+1i[0,R], C;=iR+[-R,R], C¢=—R+1i[0,R)]
Tenemos entonces que
I=¢ S d: =0
C z
ya que el integrando no tiene singularidades en la region dentro de la
curva. Vemos que cuando R — +oo,
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i pil@+iR)
—dz = —/ : dr = O(e™ ) = 0.
Cs z _RR ZR +x

Por otra parte

iz R _iR_—y 1 iR_—Ry
e—dz:/ ‘ e. dy:/e 6, dy — 0
Cs ? 0 R+2y 0

y en modo similar fCG % dz to0. Obtenemos entonces que

—6 o0 ei:c T o
/ +/ —dr = Z/ 616(0050—1—2 sin 6) A6
—c0 5 X 0

de modo que, tomando parte imaginaria y haciendo 6 — 0,

o -
sin
/ dr=m
e T

O sea

O
El ejemplo anterior se generaliza al célculo de una integral de la

forma
1= [ ggye

en que suponemos que Py () son polinomios con grado(Q) > grado(P)+

1y que f(z2) = eiz% tiene un numero finito de polos simples (esto

es, de orden 1) sobre el eje real: x1,x9,..., 2y, y ademds un numero
finito de polos z1, ..., z; en el semiplano superior. Llegamos en tal ca-
so, con un argumento enteramente analogo al del ejemplo anterior, a
la férmula

(o) k -

EsemMrLO 3.5. Calcular la integral

I /OO l'a_l

o Plx)

donde P es un polinomio de grado > 1, con P(z) # 0 para todo x > 0
y0<a<l.
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Solucidén consideremos la funcién f(z) = % donde en la definicién
de la potencia no entera, consideramos el argumento definido en (0, 27).
Observemos que
Za—l — |Z|a—1€i(o¢—1) arg(z)
Tomemos el camino Cr ;s de la figura, constituido por los arcos de
circulos de radios Cs y Cgr y los segmentos I; e Iy, orientados como se
indica.

Observemos primero que
f(z)dz
Cs
cuando 6 — 0. Por otra parte,
f(2)dz
Cr

cuando R — +o0. Por otra parte, cuando R — oo y 0 — 0, obtenemos

que 1
o0 xa—
/Ilf(z)dz—>/0 %daj

ma—l

f(z)dz — —ei(a_m”/ dx
s . P

Entonces, por la férmula de los residuos aplicada en Cg s, obtenemos
en el i mite,

< C |z|*7tdl = 7CH* — 0
Cs

d
< C’Ra‘l/ —-R< CR*!' >0
op !

%o gt 271 k
/0 Pla) T T e ; Res(f(2),w;)
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donde los w; son los polos de f(z). O
A manera de ilustracién, calculemos, para 0 < a < 1 la integral
0 a—1
x
1= / dz.
o l+uw

Para f(z) = Zf;l tenemos que Res(f(z),—1) = €7@ De este
modo,

; 27Ti€i(a_1)7r
1 —eile=D2r  gin(ar)’
EjEMPLO 3.6. Calcule
<P
1 :/ (z) dx

o Q)
donde P y @ son polinomios, con grado(Q) > grado(P)+ 2 y Q no
tiene ceros en el semieje real positivo.

™

Solucién Consideremos el camino Cs r del ejemplo anterior, y la fun-
cion P(2)
z

f(z) =
SNeTE

donde, como antes, tomamos arg(z) variando entre 0 y 27. En modo
analogo al ejemplo anterior, obtenemos

logz, logz=1log|z|+ iarg(z)

f(z)dz| < C’élogl—>0
Cs 0

f(z)dz| < CR 'logR — 0
Cr

cuando 6 — 0, R — oo. Por otra parte,

i f(z)dz — /000 gg; log z dx

i f(z)dz — — /000 Sgg (log x + 2mi) dz.

De este modo, sumando, y usando residuos, obtenemos ahora

Q(x

[ustremos esta férmula mediante el célculo de la integral

1:/00 dv
0 1+$3

. k
—27?2'/() P(q;; dx = 2mi ; Res(f,w;).
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Tenemos ahora que

I = —Res(f,e'3) — Res(f,e™) — Res(f, ei%”)

con f(z) = i‘fzzg. Usando la férmula

log w
w2’

valida en cada uno de los polos, obtenemos

Res(f,e'5) = S, (1 —1—@@) ,

Res(f,w) =

9 \2 2

‘ ; 5 1 3
Res(f,e'™) = gi, Res( ,ezgﬂ) _ 27 (_ _ z£> ‘

Finalmente,

71






Capitulo 3

Series de Fourier y Separacion de variables en
EDP

1. Separaciéon de variables: motivacion de las series de
Fourier

En este capitulo veremos férmulas de representacion para algunas
ecuaciones en derivadas parciales (EDP) que corresponden a modelos
matematicos cldsicos de la fisica. El deseo de obtener férmulas para las
soluciones de cierta EDP que Joseph Fourier introdujo como modelo
para la propagacion del calor en 1822, le motivo a afirmar que toda
funcién razonable f(x) definida en el intervalo [0, 2] podria expresarse
como una serie infinita de multiplos de las funciones trigonométricas
sin(nz), cos(nx), n = 0,1,2,..., conocidas en el dia de hoy como se-
ries de Fourier. Fourier postuld su célebre ley de conduccién del calor,
enunciando que la temperatura T'(z, t) del punto  de una barra, repre-
sentada por el intervalo [0, ] en el instante ¢ > 0, verifica la ecuacién
en derivadas parciales

2
(1.15) %—f(x,t) = g%(x,t) para todo = € (0,¢), t € (0,00).
Fourier buscé primero soluciones de esta ecuacion que separaran varia-
bles, lo que quiere decir que se puede escribir como multiplo de una
funcion de x y de una de t.

T(x,t) = u(x)v(t).
Sustituyendo esta expresion en la ecuacién (1.15) obtenemos u(x)v'(t) =
u”(x)v(t) o, dicho de otro modo, para cierta constante A se debe tener
u'(z)  v'(t)

u(e) —o(t)
Como v'(t) = Av(t), tenemos entonces las soluciones dadas por multi-
plos de e=*. No es razonable que sin influencia externa alguna la tem-
peratura crezca sino lo opuesto. Por ello suponemos A > 0. La ecuaciéon
para u queda

u’(z) + Au(x) = 0,
73
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cuyas soluciones estan dadas por combinaciones lineales de las funciones
sin(v/Az), cos(v/Az). De este modo obtenemos las soluciones separadas
de (1.15) como las funciones de la forma

Ta(z,t) = e Msin(VAz), e cos(VAz).

Es razonable pensar que para determinar la temperatura T'(z,t)
de la barra en todo instante, se debe conocer la temperatura en todo
instante en los extremos de la barra, y la temperatura en el instante
inicial en toda la barra.

Asi, supongamos por ejemplo que
(1.16) T(z,0) = f(x), T(0,t)=0, T(¢0)=0.

La primera condicién, con la funcién f(x) conocida se llama condicién
inicial. Las otras dos, en los extremos se denominan condiciones de
borde de tipo Dirichlet. Entre las soluciones basicas, aquéllas que
satisfacen las condiciones de borde son precisamente para VA = %7

R
keNy
k27'r2t kﬂ-
Ty(x,t) =e & "sin (733) .

Ahora bien, como la ecuacién (1.15) es lineal, se sigue que toda com-
binacién lineal de ellas también es solucion. Es también esperable que
si la combinacion lineal se vuelve infinita, esto es una serie de la forma

° 2.2 k
T(z,t) = ch e & 'sin (%x)
k=1

entonces, bajo hipdtesis adecuadas en los coeficientes, debiera tenerse
que esta expresién es también solucién. Si ademas tenemos que

(1.17) T(z,0) = f(z) = iak sin (%%)

k=1

tendriamos una solucién del problema (1.15) con condiciones iniciales
y de borde (1.16). Este es el origen de las Series de Fourier.

En caso de ser véalida una expansion de esta clase, podemos calcular
los coeficientes mediante las férmulas

¢ 00 Y .
/0 f(x)sin (k%:n) dr = ;aj /0 sin (%x) sin (%x) dr .

Notando que, después de un calculo directo,

Y4 . Y P
. (Jm . [ km _J5 sij=k
(1.18) /0 sin ( / 3:) sin (_g :17) dr = {O §ij ok
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obtenemos que los coeficientes ay, en (1.17) se calculan como

ap = %/OZ f(z)sin <k7ﬂx) dx.

Si en vez de condiciones de borde de tipo Dirichlet imponemos las
condiciones iniciales, y de borde de aislamiento,

(1.19) T(2,0) = Ty(x), Tp(0,t) =0, T,(,0)=0.

llamadas condiciones de borde de tipo Neumann, vemos que entre
las soluciones bésicas, aquéllas admisibles son £ € NU {0} y

2,2 k
Ty(x,t) = e & ! cos (—Wx) .
de modo que la serie

i 2,2 k
(1.20) T(z,t) = Z bre & ' cos (%x)
k=0

serd solucién de la ecuacion (1.15) con condiciones iniciales y de borde
(1.19), siempre que

(1.21) T(x,0) = f(x) =Y by cos (k‘%x)
k=0

Los coeficientes se calculan en este caso mediante las formulas

/Oéf(m) Cos (k%x) dr = zo::bj /0Z Cos (‘%m) Cos (k%x) dzx .
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obtenemos que los coeficientes ay en (1.17) se calculan como

; ¢
b= 5 [ f@yeos () o bz =7 [ fle)ds
0 /o l ¢ Jo

Los dos casos retratados pueden ser considerados como un caso
especial de una funcién f(x) definida en el intervalo [—¢, ¢] obtenida
como eztension de f(x), respectivamente impar y par definidas por

o f(z) six € [0,/]
f(@) {—f(—:c) Sz e |—0,0
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o fl) sixz €10,/

Jw) == {f(—x) sz e [~4,0]
La primera es natural tomando en consideracién que f(0) = 0, y la
segunda de f/(0) = 0. Observemos que las extensiones f(z) en ambos
casos son periddicas, en el sentido que se extienden naturalmente a
una funcién periddica de periodo 2¢ en toda la recta, y diferenciable en
caso que f(z) lo sea, esto en consideracién a que en ambos casos

(1.23) f(=0 =), J(=0=71.

Cabe hacer notar que las soluciones basicas satisfacen estas condi-
ciones de (1.15) si y solamente si k € NU {0} y

2.2 k 2.2 k
T(a,t) = e 'sin (TW‘”) L T(at) = F cos (7%) |

lo que estd asociada a una solucién (periédica en R) de (1.15) de la
forma, en [—/, /],

e . [k km
T(x,t)= Z e B [a sin (71‘) + by, cos (73:) ].

k=0

2. Calculo de algunas Series de Fourier

La pregunta més general es si una funcién f(z), definida en [—/, /]
admite una expansion del tipo

= km 2km
2.24 = in | — b — —0,0].
(2.24) | f(x) %aksm(gx)Jr kcos<€x), x e [—L, (]
Tomando en consideracion el hecho que
¢ .
k
/—z sin (%LE) cos (‘%x) dr = 0,
obtenemos las férmulas
I k
(2.25) ag = —/ f(z) sin (—Wx) dx,
‘], l
(2.26)

/ ¢
bk:%/ef(:v) cos (k%x) de, k>1, bozzlg 7ef(ff)d$-
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Es importante notar que si f es impar en [—(, 0], f(—x) = —f(x),

entonces b, =0y ap = 3 fo ) sin ( ) dz, y recuperamos la serie
de senos (1.17). Slmllarmente si f es par, recuperamos la serie de
cosenos (1.21)

EJEMPLO 2.1. Encuntre la serie de Fourier de f(x) =z en [—{, (]

Solucién Tenemos que la serie es de senos solamente, por la imparidad
de f. Calculemos

/szin k—ﬂaz dx——ixcos klx A E— ¢ Zcos k—Wx dr =
0 ‘  kmw ¢ ) =0 ok l B

2 ?
- 1 k*l_.
km cos(km) = (1) km

Por lo tanto aj, = (—1)* ' 2. La serie de Fourier de f(z) =z es

(2.27) S(z) = ffz< lgk sin (%%)

k=1

EJEMPLO 2.2. Encuntre la serie de Fourier de f(x) = x° en [—(, /]

Solucion Tenemos que la serie es de cosenos solamente, por la paridad

de f. Calculemos
1 Y4 9 €2
by = — dr = —.
0 KA r-axr 3
Para k > 1,

b, = 2/Zx2cos lmx dr = 2 2% sin lmx Z— 4 /sz'n lmx de =
=T / [l A B P e A -
lmx si / x 123 5T COS k27r2 coS / z | dr =

2 km 40 km 462 , 452 )i
Ex sin TI +k2ﬂ2xcos TI _k‘37r3 S1n ‘ = k27r2 — .

Asi, la serie de Fourier de f(z) = 2% en [/, (] estd dada por

(2.28) S(x) = % + % Z (_];) cos (%x) :

En particular, de reflejar esta expansién efectivamente a la funcién
2% en x = ¢, obtendriamos

24 SN (—1)F

3T e k2
k=1

2=

cos (k) .
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y llegariamos a la hermosa féormula

.1 2
k=1

EJEMPLO 2.3. Consideremos ahora la funcion discontinua, definida
en [—(, 1],

!/ si — 0 <x<0,
f@):{Qx st0<x </,

Encuentre su serie de Fourier.

Solucion Encontremos primero los coeficientes para los cosenos.

1 0 ¢
by = — ld 2 der | = (.
i
Para k > 1,

¢ 0
b, = 1 / 21 cos k—ﬂx dx +/ { cos k—Wx dx
¢ 1) 14 _v l

La segunda integral es claramente cero. La primera,

¢ _ ¢ 2
k 14 k a=t k ¢
/ T Cos (lx> dxr = —uxsin (—Wx) sin (—WZL') dx = [cos (k) — 1] .
0 14 km l

w=0 kr J, 14 k272
Asi,

by = kii [(—1)F —1].

Por otra parte, para k > 1,

¢ 0
ay = % {/0 2 sin (k%x) daH—//sin (k%a:) dz}

La primera integral la calculamos en un ejemplo anterior:

1 [ k 20
Z/o 2z sin <7ﬂx> dx = —(—1)’“E

> km 0 & 14
— % 08 <7x) ‘4 =((-1)" - 1)k_

y encontramos finalmente

La segunda,
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La serie de Fourier de f(x) es entonces
(2.30)
— 2

S(a) = e+; o (1)~ 1] cos (’%H«) 5 % [(~1)* + 1] sin (’%x) |

La teoria de las series de Fourier trata de determinar la validez de
la expansién (2.24) para una funcién arbitraria definida en [—¢, ¢]. En
particular se trata de determinar para qué valores de x se tiene que
S(z) = f(x) en los ejemplos 2.1, 2.2, 2.3. Esta convergencia es cierta
en gran generalidad, como enuncia el siguiente resultado.

TEOREMA 2.1. Sea f : [—{,{] — R una funcion continua por tra-
mos. Consideremos su serie de Fourier

= km km
S(x) = in( — b —
(x) kzzoaksm( 7 a:) + kcos( ; x>
con los coeficientes ay, y by, dados por las formulas (2.25) y (2.26). Su-
pongamos que x € (—{, () es tal que los limites f(xy) y f(zd) existen,
asi como las derivadas laterales, f'(x7) y f'(x%). Entonces
1 .
S(x) = L) + Fla)
En particular, si f es diferenciable en x, entonces S(x) = f(z).

No haremos aqui la demostracién de este resultado fundamental de
convergencia de las series de Fourier. Indicamos si un corolario.

COROLARIO 2.1. Bajo las hipdtesis del teorema anterior, si los limi-
tes f(£7) y f(—LT) existen, asi como las derivadas laterales, f'({7) y
f'(—€%), entonces
1

S(=0) = S(0) = S(f(=£7) + f(£)).

Demostracién Consideremos la funcién f(x) definida en [—¢, {] por

= v Jflx+0) st —£<z<0,
f(x)_{f(x—é) si 0<z </

Llamemos S(r) a la serie de Fourier de f. Calculemos los coeficientes
de esta serie. Observemos que

/ i F(z) sin (%"x) dr — / Z F+0) sin (%x) do+ /0 " Ho—0) sin (k%x) iz

/Ozf(x) sin (k%(:r —4)) dz + /Zf(x) sin (k%(xj%)) dr =
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¢
k
cos(/m)/ f(z) sin (%x) dx
—
y similarmente

/ i f(x) sin (k%x) dr = cos(kr) / i f(x) cos (k‘?ﬁx) .

De este modo,

o0

ﬂ@=§)wm%mm{%%)+mmwmn%C§Q::

k=0

Zaksm ( x+€)) + by, cos (k%(l"—i-f)) .
pemodo e S(x) = S(x +0).

De acuerdo al teorema anterior,

S(0) = 5(0) = 5 (F(0) + F(09) = (/) + F(-1%))
y el resultado queda demostrado. U

Observacién. Como ejemplos, vemos que efectivamente, de acuerdo a
lo calculado en los Ejemplos 2.1, 2.2, 2.3 tenemos

T = % (=D 1sm k—ﬂx
T k 14

k=1

para todo z € (—/,¢). Mientras que en x = 0, ¢ la serie es igual a 0 que
corresponde al promedio de los valores en los extremos como se predice
en el corolario anterior.

Por otra parte, tenemos tenemos que para todo x € [—/, (] vale la
formula
2 A SN (—1)F km
2 _
_§+FZ 12 COS(TI).

En particular evaluando en x = ¢, obtenemos la validez de la clasica
férmula (2.29).

Por otra parte, tenemos que, evaluando en x = 0 la serie en el
Ejemplo 2.3,

~
8

5 = 3U07) + £(07) =

k=1
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Observacién. Notemos que la serie S(z) es una funcién en verdad
definida en todo x € R y es 2¢-periddica en el sentido que S(x + 2¢) =
S(x) para todo = € R. Sea f(z) la extensién 2(-periédica de f(z)
definida como

f(z) == f(z — 2k0), para x € (2k(,2(k + 1){], k € Z.

Entonces el resultado del Teorema se aplica en todo punto de R: Por
ejemplo, S(z) = f(x) en todo punto donde f es diferenciable.

3. Otras EDP clasicas

El método de separacion de variables se extiende a otros contextos.
Por ejemplo

3.1. la Ecuacién de ondas unidimensional o Ecuacién de
la cuerda vibrante. Esta es la ecuacién
U = Ugz, x €[0,4], >0

En este caso, una cuerda de extremos fijos 0 y £ en el eje z, se describe en
su deformacion vibratoria en el instante ¢ como una funcién y = u(z, t)
con u(0,t) = 0 = u(x, ) las soluciones bésicas de variables separables
se calculan escribiendo u(z,t) = v(x)w(t). Sustituyendo obtenemos la

relaciéon
w//(t) B U”(:U)
w(t)  o(x)
Buscando soluciones acotadas, esto se logra con A > 0. Las soluciones
separadas ahora son

sin(VAt) sin(vVAz),  sin(VAt) cos(VAz),
cos(VAt) sin(vVAz),  cos(VAL) cos(VAx).

Para lograr la validez de las condiciones de borde, necesitamos v\ =
y seno en la variable espacial. Asi, la solucién se expresa como

u(z,t) = Zsin (%x) {ak sin (%t) + by cos (k%t)} :
k=1

Para determinar la solucién, necesitamos ahora dos condiciones inicia-
les: forma inicial de la cuerda, u(z,0) = f(x) y velocidad inicial de
sus puntos, u(z,0) = g(x). Asi, necesitamos entonces determinar los
coeficientes de Fourier en la serie de senos

=)

kr

L



82 3. SERIES DE FOURIER Y SEPARACION DE VARIABLES EN EDP

(x) = — k—wasm k—ﬂx
= cU\ )

k=1

3.2. El Problema de Dirichlet para la Ecuacién de Lapla-
ce. Esta es la ecuaciéon

Au in Q

u=g on )

3.2.1.  Rectdngulo. Sipor ejemplo 2 es el rectangulo (0, 7) % (0,¢) y
se supone como dato conocido los valores de borde g(0,y) = 0, g(7,y) =
0, g(x,0), g(x,¥), entonces podemos aplicar el método de separacién
de variables.

u(z,y) = v(r)w(y), = — = —A

Para lograr la condicién de borde v(0) = v(m) = 0 necesitamos consi-
derar A = k? y las soluciones bésicas

sin(kz)e ™™, sin(kx)e

Y asi, queremos
x,y) = Z ag sin(kx)e ™ 4 by, sin(kx)e
en modo que

Z ar + b)) sin(kx), g(z,0) = Zsin(k;x)(ake*ké + bre™)
k=1 k=1

Suponiendo que los datos pueden expandirse como
o0 oo
0) = Z dy sin(kx), Z ex sin(kx)
k=1 k=1

obtenemos que (ag, by) se obtiene luego de resolver el sistema

e i) = [a]
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3.2.2.  banda semi-infinita. Si Q = (0,7) x (0,00) e imponemos
condiciones laterales iguales a cero, y en y = 0 una funcién g(z,0)
dada, mas la restriccién global que la solucion sea acotada, vemos que
la inica combinacién admisible es

u(z,y) = Z ay sin(kx)e .
k=1

con
00

g(x,0) = Z ay sin(kx).
k=1
3.2.8. Un disco. Consideremos ahora el caso en que Q = D(0,1) y
la condicién de borde es una funcién g(0) dada. En este caso, bucamos
soluciones de la forma

u(r,0) = v(r)w(d).

El Laplaciano en coordenadas polares es
U U
Au(r,0) = . + — + g,
r r
como se obtiene de la expresién (7.19) en cilindricas, y la separacién
de variables nos conduce a
2 "
e L, w"(0)
Z = — =\
W)+ () =

Como necesitamos que w(f) sea 2m-periddica, esto nos fuerza a A = k?,
k=0,1,2,...y

W'+ kw =0, v"'(r)+ -2 (r) — =ov(r) =0.
r

lo que conduce a

w(f) =sinf, cosd, wv(r)=rk r*

La funcién =% no es admisible si queremos una solucién definida en

todo el disco. Entonces, buscamos una solucién de la forma

u(r,0) = Z apr® sin(k6) + byr* cos(k6)
k=0
y queremos que

u(1,0) =g(0) = Zak sin(k@) + by, cos(k0).

k=0



