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P1. Sean f : R® — R funciones acotadas y D C R™ conjunto acotado. Suponga ademds que D es Jordan-medible y
que D # (:

(a) Demuestre que f es Riemman-integrable sobre 9D y calcule el valor de su integral.

(b) Si ademds f es continua y D es cerrado, deduzca que f es Riemman-integrable sobre D y concluya que
[+ =1
b D

Solucion:

(a) Consideremos un rectdngulo Ry que contenga a D (lo cual existe, ya que D es acotado). Como 0D tiene
medida nula (pues D es Jordan-medible), para todo € > 0 existe un reticulado P de Ry tal que

> V(R) < e
ReP
ODNR#D

Sabemos ademds que |f(z)] < M, Vx € R para algin M > 0. Recordemos que para calcular la integral
sobre regiones que no son rectangulares se definid, para cualquier regiéon acotada B y un rectangulo R que la

contiene:
/f = /fB
B R

Donde fg es la funcién que coincide con f en B y es nula en cualquier otro lugar. En nuestro caso la integral

seria
/ f= / fop
oD Ro

Donde, més precisamente, fyp es la funcion definida por:

Fop = f(x) ze€0D
7o x & 0D

Con todo lo anterior, tenemos que:

/f = /f oD
oD R

< 5% (fap)

= Z Mkg(fop) - V(R) + Z Mg(fop) - V(R)
ReP ReP
RCB ODNRAD

=0
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por lo que / f = 0. Andlogamente se puede ver que / f =0, y entonces como la integral superior e inferior

aD) 9D
de f sobre D son iguales, la funcién es integrable en esa regién y su valor es

/-

(b) Notemos que, en general, cuando una funcién f es continua sobre una regién D C R™ Jordan-medible, cerrada
y acotada, podemos asegurar que la funciéon f es integrable sobre D. De modo que nos encontramos en esa
situacién y el resultado es cierto. Por lo demas, al ser D cerrado, vemos que:

D=8DUD A dDND =1

/f=8£f+£[f=aéf

D

De modo que:

P2. Sea f:R? — R de clase C?. El objetivo de este problema es demostrar el Teorema de Schwartz

O*f O*f
8x3y($7y) aya( »Y)

usando el Teorema de Fubini. Para ello, siga los pasos detallados a continuacion:

(a) Defina la funcién
o f 0% f

e intégrela sobre un rectdngulo R = [a, b] X [¢,d] C R? arbitrario.

(b) Justifique el hecho de que una funcién continua es nula si y sélo si su integral calculada sobre cualquier
rectangulo es nula, y concluya el resultado buscado.

Solucion:

(a) Calculemos directamente la integral indicada,

b d b d f
//gxy dydx—//(axay 8y8x> dydz
82f
7//8.%’8 z,9) dydxf// (z,y) dydx

Calculamos cada integral por separado.
Primera integral: En virtud del Teorema de Fubini, esta integral equivale a

b d 82]0
//&Cay(%y) dydx =

y dado que 25; (z,y) = 6 (ng (z, y)), m4ds el hecho de que al estar integrando con respecto a =, y es una

920y (z,y) dedy

constante por el momento, obtenemos que

b
of of
/amay vy do = S 09) = o)



y andlogamente, la integral exterior se obtiene como

d

d d
/ (g§<b,y>—g§<a,y>) a- [ Z—i(b,m ay- [ gg<a,y> dy = fb.d) — f(be) — (Flard) — f(arc).

2

Segunda integral: Andlogo al resultado anterior, notando que glafy = a% (%(x, y)) Se obtiene

b d a2f dd B bd b d
/_/8y8x(x’y) ydxr = f(b,d) — f(b,c) — (f(a,d) — f(a,c)).

Finalizados estos calculos, obtenemos que

b d
(//M%wdwx=0

(b) Es claro que si una funcién continua es nula, en particular integrard nulo sobre cualquier rectdngulo de R?.
Si f es continua, y ademas es tal que su integral es nula en cualquier rectangulo, queremos probar que a f no
le quedan mas opciones que ser la funcién nula.

Razonando por contradiccién, si esto no ocurriera, supongamos que hay un punto (x¢,%0) € R? tal que
f(zo,y0) > 0 (si el punto fuese tal que f(zg,yo) < 0, tomamos —f) . Luego, por la continuidad de f, existe
6 > 0 tal que

V(m,y) € B((mOaQO)ra)’ f(x’y) > 0.

Dado esto, basta considerar el rectdngulo cuadrado, de diagonal 2§ (llamemosle A), que queda estrictamente
contenido en B((zo,y0),9). Recordemos ademds que, si g < h con h, g funciones integrables sobre una regién

D, tenemos que:
/gg/h
D D

En nuestro caso basta tomar la regién rectangular A, y considerar g = 0 y h = f para concluir que:

/f>0

A
Lo cual no puede ocurrir. Necesariamente entonces la funcién es la funcién nula.

De lo obtenido en la parte (a), podemos concluir que g(x,y) = 0, para todo punto (x,y) € R?, pues dado que
f es de clase C?, nuestra funcién g es continua. Asi,

o0 f 0

y se concluye lo que buscdbamos demostrar.

P3. Definamos la regién
D={(z,y,2) €R’: 0<2<1-y; 0<a<y* y>0}

Escriba la integral [[[(z + y + z)dV, como una integral iterada en el orden
D

I:/D//(x—ky—&-z) dy dz dz,

con los limites de integracion adecuados y luego evalie la integral.

Solucion: Describamos la regién en el orden que nos indican. Este orden viene dado por el orden en que se
realiza la integracién. Es decir, debemos considerar nuestra region D descrita de la siguiente manera: Primero



determinamos el maximo intervalo en el que se mueve z, después, considerando que z ya esta dado, determinamos
el maximo intervalo en el que se mueve z; finalmente, dados = y z, determinamos el maximo intervalo en el que se
mueve y. Con esto en mente, notemos primero que z cumple que:

0<z<1

dado que el menor valor que puede tomar y es cero. Asi, notemos que el maximo valor que puede alcanzar x
dependerd del maximo valor que pueda alcanzar y, de forma que como, dado z, y cumple que:

y<l-—=z

Como y > 0, lo anterior implica que
y?<(1-2)°

Pero como z < y?, tenemos que el maximo intervalo en el que se mueve = dado z es
0<2<(1-2)>

finalmente, nos queda determinar el intervalo mas gande que puede tomar y dado z y z, mirando las ecuaciones
del enunciado notamos que

Y>>0 AN y<l-z

aplicando raiz en la primera desigualdad (lo que se puede, ya que nos encontramos en el dominio de la funcién raiz
y ademads esta funcién es creciente), concluimos que:

Ve<y<l-—z

entonces, ya podemos escribir la integral con los limites de integracion:

1 p(1=2)%2 ,(1-2)
I:// / r4+y+zdydrdz
o Jo NG

Calculemos entonces la primera integral respecto a y.

(1—2) y=(1-2) o |y=(1=2) y=(1-2)
/ r+y+zdy=czcy —|—% +zy
Ve y=vz y=Vz y=vz
1— 2
:x(l—z—\/%)—i—%—g—i—z(l—z—\/a?)

(1-2? =

= (1= _ 3/2
(1-2)z—a"+ 5 5

+2(1—2)— 2V

Ahora integramos esta ltima expresién respecto a x:

(1-2)? 2 z=(1—2)2 9 z=(1—2)2 1 z=(1—2)2 z=(1—2)2
/ %dx:(l—z)? Sx5/2 +§(1—z)4—7x2 +2(1—2)3 — Zz2%/2
0 =0 =0 =0 z=0
1 2 1 1 2
= 5(1 —2)° — 3(1 —2)° + 5(1 e 1(1 — 2t 2(1-2)3 - 32(1 —2)?
1 1 1 .
= 1—0(1 —2)° + 1(1 — )t + gz(l —z)3
Finalmente, calculamos la tltima integral:
/11(1—2)5+1(1—z)4+12(1—2)3——1 -2 10—z 1—+—1 21— 2) 1—i(l—Z)5 1
o 10 4 3 10 6 4 5 3 4 20
0 0 0
1
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P4. Se define f : [0,1] — R como

f(t) =/t/tg(x,y) dzdy,
0 0

donde ¢ : [0,1] x [0,1] — R es una funcién continua.
Se pide calcular f/(t). Para esto, siga los siguientes pasos:

(a) Demuestre que para s fijo, la funcién
h(y) = /g(ﬂc,y) da
0

es continua.
(b) Defina la funcién F : [0,1] x [0,1] — R dada por

F(u,v) ://g(x,y) dzdy,
0 0

y use Regla de la Cadena en forma adecuada para obtener la derivada pedida.

Solucion:

(a) Veamos primero lo que debemos demostrar. Queremos ver que h(-) es continua en [0, 1]. Sea entonces z € [0, 1]
fijo. Debemos probar que:

Ve > 0,30 > 0 tal que Yy € [0,1], |y — 2| <d = |h(y) — h(2)| <e

Sea entonces € > 0 .Notemos que

S S

Ih(y) — h(z)| = \ [ty de — [ ofe.2) aa

0

0
= ‘ /Sg(ﬂz y) —g(z,2) dz

< / l9(2,9) — g(z, 2)| da

Entonces, lo que debemos buscar es una cota de la cantidad |g(z, y) —g(z, z)| para todo z en [0, s], considerando
y tal que |y — z|] < 4, con delta a determinar.

Para esto tltimo, consideremos el conjunto
D =10,s] x [0,1]

y consideremos g restringida a ese conjunto. Como ¢ es continua en D, y D es compacto, entonces la funcion
g es uniforme continua sobre D. Esto es

Ve' >0, 30" >0, Ywy,ws € D, |Jwy — wallec <6 = |g(w1) — g(ws)| <&

Consideremos entonces ¢’ = £ (son s # 0, el caso s = 0 h es la funcién nula), y sea " el asociado a el ¢’ que
hemos escogido.

Asi, tomando § = ¢’ tenemos que

Vy, ly —2[ <6 = |g(x,y) —g(z,2)| <

®» | M



Entonces tenemos que:

|h(y) — h(2)] < [ |g(x,y) — g(=, 2)| dz

IN
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Con lo que concluimos que h es continua.

(b) Notamos que f(t) = F(u(t),v(t)) con v(t) = u(t) = t. Luego, por regla de la cadena tenemos que

£ = S (6t) - S0+ S0 S0

Calculamos primero ‘g—f. Por lo demostrado en (a) la funcién dentro de la integral es continua (hipétesis

necesaria para aplicar el Teorema Fundamental del Célculo), tenemos que

g—i(u,v) = a% /Ou (/ng(x,y)dx> dy = a% /Ou h(y)dy = h(u) = /ng(z,U)dx

| —
=h(y)

Para calcular 8—F(u, v), vemos que por Teorema de Fubini se tiene que

ov
Flu,v) = / / oz, y) do dy = / / oz, y) dy dz
0 O 0 O

Luego, andlogo a lo realizado anteriormente, se obtiene que

S w0) = [ av.w) dy

Finalmente tenemos que
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t
g(x,t) dz +/g(t7y) dy
0



