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» Derivadas parciales y diferencial.

P1.

P2.

Sean F, FEy, Fs y F espacios de Banach, f : F; X EFs — F una funcién bilineal continua y
U C FE un abierto. Sean ademés v : U — Ey y v : U — FE5 funciones continuas. Definiremos
la “multiplicacién” de u y v como w : U — F dada por w(x) = f(u(x),v(x)). Muestre que si
u y v son diferenciables en un punto xy € U, entonces w también lo es, y que el diferencial de
w en xg estd dado por

Dw(zg)h = f (Du(zo)h,v(zg)) + f (u(xo), Dv(xo)h), Vh e E.

Sea 2 C R™ un abierto conexo no vacio y acotado, y sea C(Q) el espacio de las funciones
continuas de Q a R. Sea ¢ : 2 x R — R funcién de clase C! y definamos f : C(Q) — C(Q) dada

por
fu)(x) = ¢(, u(x)).
Muestre que f es diferenciable y que para todo u,v € C(Q),

Df(uw)v: z— Dyp(x,u(z)) - v(z).

= Teorema del Valor Medio.

P1.

Sea F' € C1((0,1); R?) tal que F(0) = 0y F’(0) # 0. Pruebe que existe € € (0, 1) tal que | F(t)]
es una funcién creciente de ¢ en (0, €).

» Regla de la cadena y diferenciales parciales.

P1.

P2.

Sea f(u,v) una funcién de clase C? dada y sea g(x,y) una funcién definida por g(z,y) =
f(az + by, cx + dy) donde a, b, ¢, d son constantes.

. . 8%y 8%g
(a) Encuentre las derivadas parciales - vy R

(b) Supongamos que f satisface
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u2 w2
Encuentre a, b, ¢, d tales que
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g 09 _
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Las constantes no son necesariamente unicas.

(a) Considere la transformaciones de R? a R dadas por:

M) = 3 ty) A €y =56y

Dada una funcién v € C? definamos: u(z,y) = v(n(z,y), (2, y)).
Demuestre que
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(b) Usando la parte anterior demuestre que si u(z,y) satisface

o
ox2  oy?

entonces u es de la forma u(x,y) = f(n(z,y)) + 9({(x,y)) para ciertas funciones f y g.
(c) Encuentre la funcién u(z,y) tal que u satisface la ecuacién anterior y ademés

u(z,0) =senz A g—z(x,O) =0
P3. [P1 Control 2 CVV-Correa, Otono 2012]

(a) Obtener la férmula del diferencial del producto de dos funciones diferenciables f : E —
R, g : E — R usando regla de la cadena. Para ésto, defmap: RxR - Ryqg: E—RxR
tales que

puv)=u-v A q(x) = (f(2) 9(z))

y note que f(z) - g(z) = (pog)(x)

(b) Dada la funcién composicién © : L(E, E) x L(E,E) — L(E, E) definida por O(U,V) =
UoV. Calcule DO(U,V)(Hy, Hy).
HINT: Utilice la férmula de diferenciales parciales

D(U,V)(H1,H2) = Dy(U,V)(H1) 4+ Dy(U, V) (H2)

En particular, D1 (U, V)(H1) es el diferencial de la funcién que a cada U le asigna ©(U, V)
con V constante.
Es qtil verificar la linealidad (y continuidad) de los diferenciales parciales .

(c) Dada las aplicaciones diferenciables A, B : E — L(E, E) se define f : E — L(E, E) por

Calcule D f(z)(h).
HINT: Componga O de la parte anterior con la funcién (A, B) : E — L(E,E) x L(E, E)
donde (A, B)(z) = (A(x), B(z)) y utilice la regla de la cadena

» Teorema de la funcion inversa y de la funcion implicita.

P1. Sea E es espacio vectorial de las funciones y : [0,1] — R de clase C? tales que y(0) = y(1) = 0.
Se define la funcién

[-]:E—>R
= [2'(0)] + [|2" oo
(a) Muestre que [ - | es norma sobre E, que ||+ ||cc <[]y que (E,[-]) es espacio de Banach.
(b) Muestre que la aplicacién
Fo(ELD) — €l[0.1]).- 1)
y _y// +y3
es de clase C! y calcule su diferencial.

(¢) Muestre que D f(0) es biyectiva y concluya que existe € > 0 tal que para todo g € Co([0,1])
con ||g]leo < € existe x € E que verifica que

"+ xB =g.



P2. Sea Q C R™ abiertoy f: Q — R" y g: Q — L(R",R") dos aplicaciones de clase C!. Considere
la aplicacién F : Q2 x 0 — R dada por
F(z,y) = g(2)(f(y) + ().

Suponga que 0 € Q y f(0) = 0. Diga una condicién para f y g tal que garantice que existan
vecindades abiertas U,V de 0 contenidas en Q y una aplicacién ¢ : U — V de clase C! tal que
para todo (z,y) € U x V,

F(z,y) =0+ ¢(z) =y,

y dado esto, calcule Dy en U.

» Derivadas parciales de orden superior y desarrollos limitados.

P1. [P2 Control CVV-Jofré, Otono 2009]

(a) Sea f:R? — R € C?, se define el Laplaciano de f como Af = gi{ + 8y
Si hacemos el cambio de variables (coordenadas polares) © = rcos(0),y = rsen() y
definimos g(r,0) = f(rcos(0),r sen(@)) Demuestre que la férmula del Laplaciano en coor-

2 2
denadas polares es Ag = % + 2+ = 2 292

(b) Sea F : R2 — R, definida por F(xz,y) = cos(zy) — z*y*.
i) Encuentre el polinomio de Taylor de orden 2 en torno el punto (0,0).

ii) Encontrar una vecindad en torno a (0,0) tal que el error sea menor que 10
HINT: La férmula del resto para un polinomio de Taylor de orden 2 centrado en un
punto zo € R? de una funcién de clase C? esta dada por:

2
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1
2(z0,h) = 57 3 axka%axl (zo + tijkh)hihjhy, con i, € [0,1]

i=1 j=1 k=1

P2. Sea f(z,y) = e* +sin(z +y) +y°.
(a) Encuentre el polinomio de Taylor P2(x,y) de orden 2 de f entorno al punto (1,0).
(b) Encuentre una constante C' tal que para (z — 1)? +y < 1 se tenga

1 (,y) = P2(z,y)|| < Cli(z — Ly)|I®

» Criterios de Optimalidad y Lagrange.

P1. Encuentre los puntos en que las funciones alcanzan sus maximos y minimos (globales).
(a) f(z,y) =2?+y? sobre laregién {(z,y) € R*| 1% +¢* < 1}.
(®) f(z,y) =22 +4? 2‘[sz sobre la regién {(z,y) € R?| 2% + 2y < 1}.

P2. [P3 Control CVV-Leseigneur]
Encuentre el maximo de la integral

J(z,y) = /: (e7t = 672t) dt

sujeto a la restricciéon y — z = ¢ donde ¢ # 0 es una constante.

P3. Sean a,b,c > 0 demostrar

a+b+c 5
5

abc® < 27 (

HINT: Considere f(x,y,2) =Inx +Iny + 31In z sujeto a 2 + y? + 22 = 5 para x,y,2 > 0



