Universidad de Chile

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Departamento de Ingenieria Matematica

31 de Mayo de 2011

Pauta Auxiliar N°10

Profesor: Erwin Topp.
Auxiliares: Gianfranco Liberona, David Salas.

P1. El plano = + y + 2z = 2 y el paraboloide z = 22 + 32 se intersectan en una elipse. Encuentre el
punto més cercano y mas lejano de este punto a origen.

Solucion:

Consideremos el problema de optimizacién para encontrar el minimo:

min ||z]|
z€R3
s.a. r+y+2z2—-2=0
z—(224+9y*) =0
Como (-)? es una funcién creciente en R, , el punto 2* donde f alcanza el minimo, es el mismo
punto donde f? alcanza el minimo, si f es una funcién positiva. Luego, el problema anterior es
equivalente a
min ||z
z€R3
s.a. z+y+2:—-2=0
z— (22 +y?) = 0.

Escribamos entonces el Lagrangeano:

Lz, A\ p) = ||z + Ma 4+ y + 22 — 2) + pu(z — 2% — 9?).

Entonces, tenemos que

2x 1 —2z

Vel(z,\p)= 2y ] = A1) —pn| —2y
2z 2 1

Vg Vh

Notemos que {Vg(z,y,2), Vh(z,y, 2)} es un conjunto linealmente independiente, salvo en los pun-
tos (—1/4,—1/4,29), con el zy € R. Sin embargo, estos puntos no estdn en el conjunto factible
(donde estamos buscando los 6ptimos). Es facil chequearlo, basta con evaluar en las restricciones.
Con esto, tenemos que en todo punto del conjunto {# € R® : ¢(Z) = 0, h(F) = 0}, los vectores
{Vy(z,y,2), Vh(z,y,2)} son Li. y podemos ocupar el teorema de Lagrange.

Tenemos entonces del sistema V,L = 0, que

(I+pz =1+ pn)y

Si p = —1, entonces tendrfamos que necesariamente A = 0 y luego z = —1/2. Pero esto no es
posible por la restriccién (2) [z = 2% + y? > 0]. Luego, u # —1 y tendremos que x = y. Asf,
tenemos el sistema

z = 222

z=1—-2

y luego 222 +x — 1 = 0, lo que implica que

1++/1+48 =1
Tr = _ 4 .
1 \4/ 148 —_ 71/2



Evaluando, tenemos los puntos

1 —1/2
p=[1], m=[-12
2 1/2
y |P1||?> = 6 > 3/4 = || P||?, por lo que P es el minimo. Con el mismo procedimiento, P; es el

méximo, pues solo hay 2 puntos criticos.

. Consideremos R" con la norma euclidiana. Sea A € M, (R) una matriz simétrica (i.e. A = A*).
Sea entonces la funcién

fR* - R

7 = z'Ax
(a) Demuestre que, Va € R™, se tiene que
V(&) =2Ax

(b) Sea S ={x € R™ : ||z|| = 1} (esfera unitaria en R™). Muestre que zg € R™ es punto critico
de f restringida a S si y sélo si zg es vector propio de A normalizado.

(c) Suponga ahora que A es definida positiva (i.e. Vo € R™\ {0}, #'Az > 0). Sea z € R" no nulo,
determine los puntos criticos de la funcién

g:R* — R

restringida a @ = {# € R™ f(Z) = 1}.

Solucién:

(a) Tenemos el siguiente desarrollo:

d d n n
¢
—(z"Ax) = @i T
dmk( ) dz; ;; L
d .
= - Zaijkxj + Zaikxixk + appas + Zz,] # kajjxix;+
RN ik
= Z ag;T; + Z a;px; + 205LTE
J#k i#k

n n
= E akj$j+E QiR T
j=1 i=1

= (Ax)k+(Atm)k
= (2A.’E)k

donde (Ax)y es la coordenada k—ésima del vector Az. Con esto, tenemos que
V(z'Az) = 2Ax.

(b) Notemos primero que S = {z € RN : |jz|| = 1} = {z € RY : |z||> = 1}. Entonces, el
Lagrangeano que necesitamos considerar es

L(z,\) = 2" Az — \||z|)?



Luego,

VoL(z,A) = 24z - AV(||z]*)
= 2Ax —\V(z'z)
= 2Ax — \V(z'Iy7)
= 2Ax — 2)\]]\[1‘
2(A = Mp)x
donde Iy es la matriz identidad. Luego,
Toes punto critico <= V,L(zo,\) =0A ||zo|> =1
— (A=AN)xog=0A|ao]| =1

<= 1 es vector propio normalizado de A.

(c) Como La restriccién es solo una funcién, tenemos l.i. trivialmente. Luego
L(z,A) = g(z) = A(f(z) = 1)

y por lo tanto,
V.L(z,\) = Vg(z) — AV f(x).

Es fécil notar que Vg(z) = z y luego, los puntos criticos vienen dados por la ecuacién

|
2—2)\Ax70:>xfﬁA z

Reemplazando en la restriccion, tenemos el siguiente desarrollo,

1N (L,
flz)=1 <= <2/\A 12) A<2)\A 12) =1
1

—1 .\t _
= e (A7 2)'z=1
1
— Zzt(A)_lz = \? [ por simetria de A ]

R )\:i(;m)

Donde la raiz estd bien definida, pues A es definida positiva y z # 0. Con esto, tenemos solo
dos puntos criticos (dados por los valores de A), y luego, uno es el méximo y el otro el minimo.

P3. El objetivo de este problema es demostrar que la media geométrica es siempre menor que la media
aritmética. Es decir,

N 1/N L&
(H 331> < N Z T;.
i=1
Para esto, demuestre primero que basta considerar solo los casos donde Zfil x; = 1.

Solucion:

Primero, notemos que

Por ende, si vemos que para todo elemento con ||z|| = 1 se cumple la desigualdad que queremos
probar, entonces (1) serfa menor o igual a 0 y luego (2) también lo serfa. Finalmente eso implicaria
que la desigualdad que queremos probar se tendria para todo punto z € RV,



Podemos entonces considerar el problema como

1N
. N

(P) = max (Hi:l |xz\) - %

s.q. lzls =1
que es equivalente a
i N 1/N
(P') = max (Hi:l |x1|)
s.a. lz]1 =1

Notemos que en este segundo problema, los minimos se alcanzan cuando al menos una de las
coordenadas es 0. Consideremos el cambio de variables, In(-). Esta funcién es creciente, por lo que
los puntos donde se alcanzan los maximos y minimos locales se conservan. El problema quedaria

como
(P”):{ max ( nlzi))
s.a. |l =

Notemos que en este caso, la funcién no es continua en todos los puntos (pues cuando algin z;
tiende a 0, la funcién tiene a —oco. Sin embargo, sin contar estos puntos, los maximos locales
deberian seguir cumpliendo el teorema de Lagrange. Luego,

1 1
L = (—— — ).
L@ ) = (5 ~ Vs
Igualando V,L(z, A) = 0, se tiene que
Vi=1,...,n, — = AN,
|i

o sea, todos los |z;| son iguales. El méximo se alcanza entonces en |z;| = % (esto se concluye de la

restriccién ||z|; = 1). Luego,
N 1/N
i=1
N
1 1
i=1

con esto, tenemos que para todo (a:l, e ,xn) con todos las coordenadas positivas, se tiene que
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