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P1. Suponga que f : Rn \ {0} → R, n ≥ 2, es una función de clase C1 tal que para cierta constante M∣∣∣∣ ∂f∂xj

∣∣∣∣ ≤M, ∀x 6= 0, ∀j ∈ {1, . . . , n}.

Demuestre que f es Lipschitz en Rn \ {0}, es decir, existe C tal que

|f(x)− f(y)| ≤ C‖x− y‖, ∀x, y ∈ Rn \ {0}.

P2. Sean f, g : Rn → R dos funciones de clase C2. Sea x0 ∈ Rn un punto tal que ∇f(x0) = 0 y f ′′(x0) es
invertible. Demuestre que para todo a ∈ R suficientemente pequeño, la función

fa(x) := f(x) + ag(x)

posee al menos un punto cŕıtico.
Indicación: Considere la función F : R× Rn → Rn definida por

F (a, x) := ∇f(x) + a∇g(x).

P3. Considere la transformación

F (x, y) =

(
x +

x

x2 + y2
,−y +

y

x2 + y2

)
,

definida en A = {(x, y)|x2 +y2 < 1, y > 0}. Demuestre que F−1 está definida en torno a (0, 1) y encuentre
la derivada de F−1 en este punto.

P4. Sea f(x, y) = xyex
2+2y2 . Encuentre un polinomio en dos variables, T (x, y), tal que

ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y)− T (x, y)

x4 + y4
= 0.
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