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P2: Sean 1 < k < n naturales y M € M,,,(R) tal que (M) = k.
a) Verifique que para x € R, 2'(M'M)z = ||[Mx||? y concluya que M*M es definida positiva.
Definimos P = M (M!M)~tM¢.
) Muestre que P es simétrica.
) Muestre que P? = P.
d) Muestre que PM = M.
) Para cada z € R™ perpendicular a todas las columnas de M se tiene que Px = 0.
)

Sea V el s.e.v de R" generado por las columnas de M. Muestre que V' y V- son los subespacios
propios de P y deduzca que los valores propios de P son exactamente los niimeros 0 y 1.

g) Muestre que tr(P) =r(P) =k
Dem f): Como (M) = k entonces M tiene solamente k columnas linealmente independientes(l.i.). Entonces:
V={{v1,...,0})
Donde los v; son columnas de la matriz M. Ademds escribamos M en funcién de sus columnas (v;):
M = [v1|...|vn]
Luego usando la propiedad d) veamos que:
PM =M & Plvy]|...|vp] = [v1] ... |vn]

Y observando que por propiedades de la multiplicacién de matrices Plv1]. .. |v,] = [Pv1]|...|Puvy,].
Entonces:
[Pvi|...|Puy] = [v1]...|vn] <= Pv; =1u, Vi=1,..,n

Entonces A = 1 es un valor propio de P con todas las columnas de M (los v;) siendo vectores propios
asociados al valor propio A = 1, y por lo tanto todas las combinaciones lineales de v; también son
vectores propios asociados a A = 1. Por lo que podemos decir que V = ({v1,...,vr}) C Wi, con
W17 el sub espacio de todos los vectores propios asociados a A = 1.

Por otro lado observemos que si € V1 entonces z seria perpendicular (ortogonal) a todas las
columnas de M (pues V es el espacio generado por ellas). Asf por e):

Pzr=0=0zVYee Vi

Entonces A = 0 es un valor propio con todos los elementos de V+ como vectores propios asociados.
Por lo que podemos decir que V- C Wy, con Wy el sub espacio de todos los vectores propios
asociados a A = 0.

Luego sabiendo que V & V+ = R" y que dim(V)= k entonces dim(V+)= n — k. Y sabi-
endo que dim(W;)4+dim(Wy)< n (pues la suma de las dimensiones de todos los sub espacios
propios es igual a la dimension del espacio), notando que V. C Wy = dim(V) < dim(W7) y
VL C Wy = dim(V+) < dim(Wp). Obtenemos que:

k < dim (W)



n—k < dim(Wy)
dim(Wy) + dim(Wy) <n
— k= dim(Wy), n—k=dim(Wy) =V =W,, V1 =W,

Esto demuestra que V y V- son subespacios propios de P y ademés observemos que si A es un
valor propio de P entonces por la propiedad ¢) tendriamos que:

Plr=PrePxr= Pr= xa ) Nz= re N -ANz=02X N -A=021=061
Asf 0 y 1 son sus tnicos valores propios y Wy y Wy son sus tnicos sub espacios propios (de P).
Dem g): Acd notemos que como P es simétrica entonces es diagonalizable y en este caso se cumple que:
tr(P) =tr(D)

r(P) =r(D)

Donde D es la matriz diagonal asociada. Luego como sabemos que los valores propios de P son
solo 0 y 1 y sabemos que la multiplicidad de A = 1 es kK y de A = 0 es n — k sabemos que en la
matriz diagonal D se repite k-veces el 1 en su diagonal y (n — k)-veces el 0. Luego claramente

tr(D)=r(D)=k = tr(P)=r(P)=k



