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El objetivo de esta guia es apoyarlos en el estudio para este tltimo Control. La idea es comenzar esta guia luego
de terminar la comprension de la materia y tengan claras ciertas técnicas de demostracién. Para esto tltimo
creo que lo mejor es revisar los ejercicios hechos en Catedras y Auxiliares, ademéas de realizar algunos controles
anteriores.

Una vez comprendida la materia, en el sentido de poder discernir para que pueden o no ser ttiles ciertas
hipétesis y de que manera es apropiado usarlas, de esta manera, la ejercitaciéon deberia resultar un proceso
mucho maés natural y nos asegura lograr el aprendizaje deseado.

Esto les resultard muchos més tutil que comenzar realizando ejercicios y memorizando pautas, ya que a la
larga los dejard con un vacio que mas adelante podria traerles problemas.

La idea de esta guia es orientarlos, no es necesario que realicen todos los problemas. los ejercicios marcados
con & representan los que a mi juicio utilizan técnicas que es conveniente que manejen. Los ejercicios marcados
con & son segin yo de dificultad més elevada, no se frustren si no les salen y dejenlos para el final.

Morfismos
P1. Sea (G,#) un grupo con neutro e.
i. Para a € G se define la funcién h, : G — G tal que hy(z) = a x ¥ * a~ 1. Pruebe que Va € G, h, es
un isomorfismo de (G, *) en (G, ).

ii. Se define el conjunto A ={f: G — G, f isomorfismo de (G,*) en (G,*)}. Pruebe que la funcién
¢ : (G,*) — (A,0) que a todo a € G le asocia ¢(a) = hgy, es un homomorfismo. Considere a o la
composicion de funciones usual y a h, como el isomorfismo de i.

P2. &
i. Considere en R? las operaciones (a,b) ® (c,d) = (a +c,b+d) y (a,b) ® (c,d) = (ac,bd). Demuestre
que (R?,®,®) no es isomorfo a (C, +, ).
ii. Encuentre todos los morfismos de (Z3,+3) en (C\ {0}, ).
P3. & Se define el conjunto S; = {z € C, |z| = 1}. Considere a (57, -) subgrupo de (C\ {0},-) (no lo pruebe).
i. Sea w € C una raiz cibica de la unidad. Probar que la funcién f : Zz — Sy definida como f(a) = w?,
para cada a € Z3, es un homomorfismo de (Z3, +3) en (Sy,-).

ii. Pruebe quesi g : (Zs, +3) — (S1,-) es un homomorfismo, entonces existe una raiz ctibica de la unidad
w € C tal que g(a) = w?, en todo a € Zs.

Numeros Complejos
P1. & Sean 21,29 € C\ {0} y sea 6, con 0 < 0 < 7 en dngulo entre ellos. Demuestre que:

i. Re(z122) = |21]|22| cos .
ii. Im(z122) = %|z1]|22] sin 6.
|Im(2122)|

iii. El drea del tridngulo formado por z1, 22 ¥ (22 — 21) es 5



iv.

Sean z € C\ {0}. ;Cudnto vale ‘i‘(?
z

. . o 1
iv. Encuentre la parte real e imaginaria de 4.

P3. Probar que Yw, z € C se tiene que:

i.
ii.

iii.

2| <[z — w| + [w]
2| = |w| < |z — w]

2| = [w] < |z + w|

P4. Sean z,w € C tales que zZw # 1. Pruebe que:

P5.

Pe6.

ii.

ii.

iii.

zZ—w
|z|<1/\|w|<1:>’ ,‘<1

1—zw

1—zw

Demuestre que:

1
1+cos€—|—00829—|—...+cosn9:§—|—

Indicacién: Le podria ser 1til recordar la suma geométrica.
Pruebe que para todo n € N se tiene que:

(1 4 W)” (1 it 71')” 2( 71')” nmw
+ n—| + — n—,| = — —
ita D ita 1 sec12 cos

Determine explicitamente el conjunto A ={z € C | e* =1}.
Sean a, w € C tales que e® = w. Determine explicitaamente el conjunto B = {z € C | e* = w}.

Demuestre que si z es raiz n-ésima de la unidad (n > 2) y n es divisor de m, entonces z es raiz m-ésima
de la unidad.

P7. Calcular:

Ps8.

i.

ii.

&

i.

ii.

2013
S:E i*
k=6

2013

P:Hik
k=6

Demuestre que:
n
. km T
Z sin — = cot —
n 2n
k=1
Sean wy € C con kK =0,1,...,n — 1 raices n-ésimas de la unidad. Demuestre que:

n—1

H(w,% — 2wy cosf + 1) = 2(1 — cos(nd))
k=0

Indicacién: Considere sabido que 2™ — 1 = (x — wg)(x — w1)...(T — Wp—1)



P9. i. Demuestre que para z € C y k € N se tiene que:

iz

e =e¥ = z=k7

1+iv3
1—4v3

iii. Sean 21 y 22 complejos tales que |z1| = |22| = 1. Demuestre que:

ii. Exprese en forma a + bi las raices cuartas de zy =

|Zl +22| = |Zl| + ‘Zg| = 21 = 29

Indicacién: Pruebe primero que: |z] = 1 ARe(z) =1 <= z=1.

" /n " /n
P10. & Considere, para o € R los ntimeros reales S = cos (ka S = ( ) sin (ko).
p S () ootk v 57 =32 () st

i. Pruebe la siguiente igualdad:
S +iS" = (1+ cos(a)+isin(a))”
ii. Escriba el complejo 1+ cos (a) + isin () en notacién polar y deduzca que:

S = 2"(cos %)" - cos n%

S’ = 2"(cos %)" -sin%
Pl1. &

i. Los complejos z1, 22, ..., 2, son tales que |zi| = 1, Yk € {1,2, ..., p}. Demuestre que:

p P
Zzi:aeRﬁZ—:a
k=1 =0 “i

V2

2 1 3
ii. Sean z = - + 27 , W= 3 + 27 Encuentre el menor entero n > 0 tal que 2" = w” = 1.



