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Problemas de Programacién Dinamica Estocastica

(*) El gerente de operaciones de una fabrica desea programar la operacién de un proceso para los
siguientes T' periodos. Para realizar este proceso se necesita una méquina cuyo costo de operacion
depende de su antigiiedad y es igual a C,, por ano, con n representando la edad de la méaquina (n = 0,
1,2,...).

Cada anio se tiene la opcién de reemplazar este equipo por otro, nuevo o usado, el costo de adquisicion
de un equipo con n anos de uso es de I,,. Por otra parte el gerente puede vender un equipo con n anos
de uso a un precio de venta V,,.

Actualmente la gerencia NO dispone de la maquina, por lo que necesariamente tendra que comprarla,
ademads todos los anos debe tener el proceso funcionando.

a) Plantee el problema de operacién y reemplazo de equipo como un problema de programacién
dindmica deterministica, con el fin de minimizar el costo total.

Considere ahora que el equipo tiene una probabilidad de fallar al final de un cada uno de los periodos.
Esta probabilidad depende exclusivamente de la edad de la maquina y es igual a ¢,. En este caso
necesariamente deberemos reemplazar el equipo por uno nuevo, pagando un sobreprecio de un 50 %,
al inicio del perfodo siguiente. Un equipo que falla pierde su valor econémico (nadie lo compra).

b) Plantee este problema de operacién y reemplazo de equipo como un problema de programacién
dindmica estocéstica, con el fin de minimizar el costo total esperado.

(%) Un estudiante de ingenieria ha decidido participar en un concurso. Este consiste en que debe armar
un rompecabezas en menos de T horas. Si consigue hacerlo recibird un premio de S, mientras que si no
lo logra debré pagar S/2. Por otra parte, cada hora que dedica al juego tiene un costo de oportunidad
de C. A intervalos de 1 hora a nuestro jugador se le da la opcién de retirarse (sin premio ni castigo).

La probabilidad que en la préxima hora el jugador ponga k piezas es de P, (k) con n el ndmero de
piezas que faltan por poner. Formule un modelo de programacién dindmica que permita al estudiante
tomar, hora a hora, la decisién de continuar o no.

(*) Juan Pérez, fanético del fitbol, vende poleras del equipo de sus amores al final de los partidos en
que juega su equipo. Juan sabe que si ganan vende 400 poleras, pero que si el equipo pierde vende sélo
200 unidades (por simplicidad suponga que este equipo nunca empata). Ademds Juan ha observado
que las probabilidades de ganar o perder son iguales.

Cada vez que Juan hace un pedido paga 500 pesos de costo fijo mas 5 pesos por cada polera que
encargue, las cuales vende en 8 pesos. Una exigencia de su proveedor es que todos los pedidos deben
ser realizados en multiplos de 100 poleras, y la entrega de éstas es inmediata.

Debido al costo de capital, almacenamiento, y obsolescencia Juan carga un costo de 2 pesos por cada
polera no vendida al final de un partido (poleras que llevé al estadio para vender pero nadie compré).
La capacidad de almacenamiento de Juan es de 400 poleras como maximo.

Juan estd interesado en encontrar la politica 6ptima de pedido para los primeros 3 partidos (su inven-
tario actual de poleras es cero). Cualquier polera que sobre después del tercer partido se valoriza en 6
pesos. ;Qué deberfa hacer Juan? (resuelva utilizando programacién dindmica).

. Una central hidroeléctrica recibe el flujo de agua proveniente de un embalse de rio arriba. Los duenos

del embalse deben, al comienzo de cada afno, indicar la cantidad de agua(O;) que entregarén a la
central. El ingreso percibido es ¢[$/U.V.].

Por otro lado, la tinica alimentacién del embalse es a través de aguas lluvias. Por experiencia, se sabe
que el volumen anual de aguas lluvia es una v.a. que sigue la siguiente distribucién:



Volumen[U.V.] | Pbb.
0 Py
M P,
M Py

Con P; + P, + P; = 1. Ademds, si el embalse no es capaz de cubrir el minimo pactado de Q[U.V]
cada afio, debe comprar el agua faltante a un precio de w[$/U.V.]. Suponga que el embalse tiene una
capacidad maxima de K[U.V.] y que inicialmente dispone de R[U.V.].

a) Plantee un modelo que permita encontrar la politica éptima.

b) Encuentre la politica éptima para los préximos tres afios si se sabe que:

P =0,25 Py=0.5 Py =05

(*) Se estan jugando las ultimas fechas del Campeonato Nacional de Futbol. Un hincha ha decidido
que para lo que resta del torneo destinard una cantidad fija de dinero para ir al estadio. Asi, semana
a semana debe decidir si ir o no a ver el partido en el que juega su equipo, considerando que si va
al estadio hoy le quedard menos plata para lo que resta del torneo (la entrada es fija y cuesta S). El
hincha en cuestién, cuando va a el estadio, percibe un beneficio B si su equipo gana, un beneficio ex B
si empata, y una pérdida de bienestar ¢x B si el equipo pierde (e < 1y ¢ < 1). Si no va al estadio
no percibe ningun tipo de de beneficios. Ademas, si estd presente en el juego en que el quipo de sus
amores conquista el campeonato, percibe un aumento de bienestar extra de K. La probabilidad de
que un partido se gane, empate o pierda depende del nimero de puntos que falte para que el equipo
en cuestién asegure el campeonato (ganar otorga 3 puntos, empatar 1 y perder 0). Cuando faltan n
puntos para “ponerse la corona” las probabilidades de ganar, empatar y perder son P,(g), P.(e) y
P, (p) respectivamente (la suma de ellas es uno, por supuesto).

a) Formule un modelo que permita decidir semana a semana si ir o no al estadio, cuando faltan
T partidos por jugar, al hincha le quedan C' [$] y al equipo en cuestién le faltan n puntos para
adjudicarse el campeonato.

b) Para los siguientes valores, determine si al hincha le conviene o no ir este fin de semana al estadio.

c=3 B=6 q=0,8 e=0,5
K=12 S=3 T=3 n=2
Probabilidades / n | 2 1 0
P,(9) 0410503
Po(e) 05| 04 ] 0,1
P, (p) 0,110,106

(*) Suponga que Ud. sale de su casa a comprar un medicamento para una persona a la cual quiere
mucho y desea volver en el minimo tiempo posible. Si no lo compra, la persona sufrird un perjuicio en
su salud, cosa que por supuesto Ud. no desea. En la ciudad hay N farmacias.

El tiempo de viaje para ir desde la farmacia i a la farmacia j es ¢;; V¥ (¢,5) € 0,..., N, donde la
“farmacia 0” representa su casa.

El medicamento que desea comprar es muy escaso y es posible que no se encuentre en todas las
farmacias. Existe una probabilidad a priori p; que el medicamento esté en la farmacia 7. La presencia
del medicamento en dos farmacias cualesquiera son v.a. dependientes en probabilidad: si visita algunas
farmacias y no encuentra el medicamento disponible, esa informacién afecta las probabilidades de
encontrarlo en las restantes (en general disminuye la probabilidad de encontrarlo en las que estan cerca



de una farmacia donde no estd el medicamento). Es decir, la probabilidad de encontrarlo en la farmacia
1 es funcion del itinerario que se siguié para llegar a ella.

Entrar a una farmacia a preguntar por el medicamento toma un tiempo de 7.

a) (Cudntas farmacias visitard como maximo?.

b) Formule un modelo de programacién dindmica que permita decidir su itinerario de manera de
minimizar el valor esperado del tiempo hasta volver a su casa con el medicamento.

(*) Usted ha decidido ir a mochilear a Bongwutsi, un pequeno pais africano. Luego de arribar al aerop-
uerto de Bongwutsi, usted se encuentra al comienzo de la calle principal listo para buscar alojamiento.

Segun la informacion de la guia, se sabe que a lo largo de la calle existen los tinicos N hoteles de la
ciudad. Cada hotel esta separado por 3 cuadras del siguiente. La probabilidad que el hotel i—ésimo
tenga habitacién disponible es P;, donde P; es decreciente en ¢ (si no hay habitacién, usted no puede
quedarse en ese hotel).El precio de hotel i es S;, también decreciente en i. Si pasa frente a uno de los
hoteles y no entra, usted no puede regresar a él. En buenas cuentas, usted sélo puede recorrer la calle
una vez, de principio a fin, sin volver atras.

Los costos considerados son los siguientes:

= Costo de caminar desde el hotel i—ésimo al i + 1 es C}, creciente en 1.

= Costo de entrar a preguntar a un hotel, si hay o no habitacién disponible, es igual a () para todos
los hoteles (refleja la caminata hacia el interior del lugar y la pérdida de tiempo en aquello).

= Si luego de pasar a lo largo de toda la calle usted no se queda en ningin hotel, tiene un costo
residual de dormir en la calle valorado en K.

A usted lo tinico que le interesa es minimizar el costo total, independiente de la calidad del hotel en el
cual se hospeda.

a) Formule un modelo de programacién dindmica que le permita resolver el mismo problema en
el caso general. Fundamente intuitivamente, por qué es ttil usar programacion dindmica para
resolver este problema.

b) Resuelva el modelo para los siguientes pardmetros:

N=3 P =0,8 P, =0,6 P;=0,4
Si = 500 S = 250 S5 = 150
Q=Cl=C2=100 K =450

. Suponga que a comienzos de la préxima semana usted tendra a su disposicion cierta cantidad de dinero
M para sus gastos personales hasta fin de afio. Usted desea gastar todo el dinero antes del préximo
ano, por lo tanto, el valor que para usted tiene un peso de los M es cero después del 31 de diciembre
del presente, (suponga que el fin de afio corresponde a un domingo).

Usted debe decidir cuanto gastar semana a semana de modo de maximizar su beneficio esperado. La
decisién de cudnto gastar en una semana dada se toma a comienzos de esa semana y no se cambia
(como buen ingeniero planificador y mal vividor). Si la semana k, k = 0,...,T usted gasta G pesos,
entonces el beneficio percibido puede ser representado por:

(ap +b;) -G

Donde aj, > 0 es una constante y by, es una variable aleatoria positiva con funcién de densidad fp, (x). La
variable aleatoria intenta modelar el hecho que usted no sabe todas las actividades que realizara en la
semana y sus respectivos beneficios. Por ejemplo, si una semana decide gastar $5.000 y el dia miércoles
se entera que hay un recital de su conjunto favorito por $5.000 entonces su beneficio aumentara.
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a) Determine el valor esperado de su beneficio en la semana k si decide gastar G.

b) Formule un modelo de programacién dindmica que le permita resolver el problema. Entregue
variable de estado, de decisién, aleatoria, funcién de beneficio acumulado, etc.

¢) Explique cémo resolverfa el problema utilizando el algoritmo de programacién dindmica.

Un inversionista posee acciones de la Empresa A y una cierta cantidad de dinero. Cada semana puede
comprar o vender acciones de A al precio vigente para la accién esa semana. El inversionista piensa
retirarse dentro de un afio (52 semanas), y desea maximizar el valor esperado de su capital al momento
de retirarse.

No existe la posibilidad de endeudarse (no puede comprar acciones si no tiene dinero para pagarlas).
El precio de la accién de A toma valores enteros positivos. Si en una semana cualquiera el precio es
i [3], existe una probabilidad ¢;; que el precio sea j [$] la semana siguiente.

a) Formule (y no resuelva) un modelo de programaciéon dindmica que represente el problema del
inversionista y le permita tomar decisiones éptimas semana a semana.

b) Suponga que el inversionista llega a la semana 51 con X acciones de A y D [3], y que el precio de
la accién de A esa semana es de j [$]. Encuentre la politica éptima para las 2 dltimas semanas.
Hint: Suponga que 3M > 0 t.q. >, kgjx < MVj, k. Puede ayudar si interpreta el término ) -, kq;x
como una esperanza condicional.

Una cadena de tiendas ha importado C unidades de una estufa, las cuales espera vender durante la
temporada Otono-Invierno. Al comenzar la temporada las C' unidades estan almacenadas en la bodega
central de la cadena en cuestién. La temporada dura T semanas. Al comienzo de cada semana salen
camiones a repartir mercaderias a cada una de las N tiendas que componen la cadena y el product
manager a cargo de las estufas puede enviar en ellos estufas a cada una de las tiendas. No es posible
enviar mercaderia desde una tienda a otra ni tampoco devolverla desde las tiendas a la bodega central.
Al final de cada semana, las tiendas informan al product manager el nimero de estufas que vendieron
(y por tanto la cantidad que quedd en sus respectivas bodegas para la semana siguiente). Llamemos
D! ala demanda de la tienda i en la semana ¢, las cudles son parmetros conocidos. El precio de venta
de las estufas es p. Al terminar la temporada, las unidades que hayan quedado en las tiendas pueden
ser vendidas a una liquidadora a un precio s < p.

Por simplicidad suponga que no hay restricciones de capacidad en los camiones ni en las bodegas
de cada una de las tiendas. Suponga también que no existen costos por mantener el producto en
bodega ni tampoco por enviar mercaderia desde la bodega central a las tiendas y que dichos envios
son instantaneos.

Formule el problema de programaciéon dindmica que debe resolver el product manager a cargo de las
estufas para decidir cuantas unidades enviar a cada tienda al comienzo de cada semana.

(*) Un destacado tenista tiene dos clases de saque: uno fuerte (F) y otro suave (S). La probabilidad
de que saque el saque fuerte y caiga dentro es py, vy la de que saque suave y caiga dentro es pg. Si
el saque fuerte del tenista cae dentro, hay una probabilidad wy de que el tenista gane el punto. Si su
saque suave cae dentro hay una probabilidad wg que gane el punto. Suponemos que ps > pg y que
wg > wg. La meta del deportista es maximizar la probabilidad de ganar un punto cuando sirve.

a) Use programacién dindmica para ayudar al tenista a seleccionar una estrategia 6ptima de servicios.
Recuerde que si los dos servicios caen fuera el punto se pierde.

b) Ahora considere que una fraccién ¢ de los saques del tenista tocan la red, sin cambiar su condicién
de caer dentro o fuera (recuerde que si un saque toca la red y cae dentro debe repetirse). Plantee
un modelo de programacién dindmica para esta nueva situacién
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Cuando Bryan Boitano llega al banco le quedan 30 minutos de tiempo para su almuerzo. Si Boitano
se forma en la cola y le atienden antes de que termine su tiempo, obtiene una recompensa r. Sin
embargo, a Bryan Boitano no le gusta esperar en la cola y para reflejar su disgusto incurre en un costo
¢ por cada minuto que espera. Si hay n personas delante de Bryan Boitano en la fila del banco, se
conoce la probabilidad de que 2 personas terminen sus transacciones en el siguiente minuto, Pr|x|n].
Si cuando llega Bryan Boitano hay IV presonas delante de él en la fila, ;Cudl serd la estrategia que
permitirda maximizar su ganancia neta esperada?.

(%) La tienda de departamentos Ryplabella trata de determinar una politica 6ptima de administracién
de efectivo. Durante cada dia, se puede describir la demanda por una variable aleatoria D donde
Pr[D = d] = P(d). Al inicio de cada dia la tienda manda un empleado al banco a depositar o retirar
fondos. Cada transaccién bancaria cuesta K [$]. Entonces la demanda de efectivo se satisface por el
efectivo que quedé del dfa anterior més el dinero retirado (o0 menos el dinero depositado). Al final del
dia, la tienda determina su balance de efectivo en la tienda. Si el balance de efectivo es negativo se
carga un costo de carencia de s [$] por cada peso faltante. Si el balance final es positivo, se incurre
en un costo de i [$] por cada peso retenido, debido a la pérdida de intereses que se podrian haber
ganado al depositar el efectivo en el banco (considere la tasa de interés diaria compuesta continua r,
es decir 1+ 4 = €”). Al inicio del dia 1, la tienda tiene $10.000 de efectivo disponible y una existencia
de $100.000 en el banco. Formule un modelo de programacién dindmica que pueda emplearse para
maximizar el costo esperado de satisfacer las demandas de efectivo de la tienda durante los siguientes
N dias.

(*) Ignatius Reilly trata de encontrar un estacionamiento cerca de su restaurante favorito. Se acerca
al restaurante desde el oeste y su meta es estacionarse tan cerca como sea posible del restaurante. Los
puestos de estacionamiento disponibles comienzan desde el puesto —T" al oeste, llegan hasta el puesto 0
(justo enfrente del restaurante) y siguen hasta el puesto T al este del restaurante. Ignatius es miope y
no puede ver lo que hay adelante; sélo puede ver si el puesto donde se encuentra esta o no vacio. Cuando
Ignatius llega a un puesto vacio, debe decidir si estacionarse alli o continuar buscando un lugar mas
cercano. Una vez que pasa por un puesto de estacionamiento no puede regresar a él. Ignatius estima
que la probabilidad que el cajéon t esté vacio es p;,, donde n es el nimero de puestos que ya ha pasado
y han estado vacios. Si no encuentra estacionamiento se confunde e incurre en un costo P, (n con el
mismo significado), creciente en n. Si se estaciona en un puesto a t lugares del restaurante incurre en
un costo proporcional t. Demuestre como puede Ignatius usar la programacién dindmica para elaborar
una estrategia de estacionamiento que reduzca al minimo su costo esperado.

(*) El pueblo de Gville cuenta con una tnica estacién de buses, a la cual acuden sus habitantes con el
fin de asistir a la gran ciudad, inico destino de los buses. Los pasajeros al llegar a la estacién se forman
en una unica fila y abordan los buses respetando el orden de llegada y la capacidad de los buses (igual
a K pasajeros). La probabilidad que al comienzo del minuto i lleguen n pasajeros es Py, (i =1,...,T).
Minuto a minuto el administrador debe decidir (al comienzo de cada minuto) autorizar o no la partida
de uno o mas buses destino a la capital. Esta tarea debe realizarla tomando en cuenta el nimero de
buses presentes en el terminal. Sin embargo los buses que ya han iniciado su recorrido retornan a la
estacion de buses X minutos después de haber partido. Por cada viaje y por cada bus se incurre en un
costo F' (por combustible). Considere que el pasaje del bus cuesta P y que sélo se dispone de B buses
al comienzo del dia. Excepcionalmente la empresa incurre en un costo de E; pesos por cada pasajero
que pasa el minuto t en el terminal de buses y no sube a uno al término de éste , y en un costo de H
por cada pasajero que no puede viajar a la ciudad por falta de capacidad.

a) Plantee un modelo de programacién dindmica que permita al administrador asignar la partida de
los buses de forma de maximizar la ganancia diaria.

Ahora considere que el costo E; en realidad es Fy, donde k es el niimero de minutos que el pasajero
lleva esperando su bus al comienzo del minuto t.
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17.

b) Plantee un modelo de programacién dindmica que considere la nueva situacién

(*) Considere una tienda que cada mes debe decidir cuanto ordenar de un determinado producto. El
costo de cada unidad de producto es ¢ [$] y existe un costo fijo de poner una orden igual a K [$§]. Se
sabe que en general, el tiempo que se demora en llegar una orden es de un mes (lo que se ordena un
mes estard disponible para el mes siguiente), pero existe una probabilidad p que la orden se atrase y
demore dos meses en llegar. Una orden nunca demora mas de dos meses en llegar.

Actualmente la tienda tiene N clientes, cada uno de los cuales demandara una unidad de producto en
un mes con una probabilidad ¢. El precio de venta es P [$], donde P > ¢. Ademés, si llega un cliente
y no hay unidades en stock se incurre en un costo i [$] por cada uno de ellos.

Por otra parte, la bodega en que se almacena el producto es de capacidad limitada y sélo permite
guardar L unidades, con L > N (todas las unidades por sobre esta capacidad que intente almacenar
seran dafiadas perdiendo completamente su valor).

El dueno de la tienda actualmente cuenta con S unidades en la bodega y estd interesado en contar con
un sistema que le permita, mes a mes, decidir cudnto producto ordenar con el fin de maximizar sus
utilidades para los proximos T periodos, fecha en que cerrard su negocio y las unidades de producto
que sobren no tendran valor comercial.

a) {Por qué una técnica como programacién dindmica es 1itil para resolver el problema de pedidos de
productos de esta tienda?. Explique los efectos contrapuestos (trade-off) que dificultan la decisién
de cudntas unidades pedir en un mes cualquiera.

b) Formule el modelo de programacién dindmica que permitiria apoyar las decisiones del dueno de
la tienda. Escriba explicitamente las expresiones de los valores esperados que puedan aparecer en
este modelo.

¢) Explique esqueméticamente como incluirfa en su modelo la siguiente situacién: El duefio de la
tienda sabe que si un cliente en dos meses seguidos no encuentra el producto en stock se reti-
rard indignado y nunca més volvera a la tienda lo que implica un costo I, con I mucho mayor que
1.

Considere que el ingreso fiscal del pais esta determinado por los impuestos recaudados y por las utili-
dades de Codelco. El Gobierno debe decidir cuanto destinar cada ano para el gasto publico en funcién
del ingreso fiscal y los ahorros del ano anterior.

La decisién del gasto ptblico en un ano determinado se toma luego de conocer cual serd el ingreso
fiscal para ese ano.

Para capturar el hecho de que la utilidad marginal del gasto fiscal en un ano es decreciente como
funcién del gasto, la utilidad anual para el pais se ha modelado como el logaritmo del gasto fiscal.

El dinero proveniente del ingreso fiscal de un afio que no es gastado se guarda para el ano siguiente y
pasa a formar parte del ahorro fiscal del siguiente periodo.

Defina F;(S;,Y;) = utilidad total esperada para el pais desde el ano t hasta el final del horizonte de
planificacién (T) si se comienza el afio ¢ con un ahorro S; y el ingreso fiscal de ese ano es de Y; (V3
tiene una funcién de probabilidad fy,(y)). Use 8 como el factor de descuento respectivo.

a) Formule el problema que determina el gasto 6ptimo en cada ano considerando las variables de
estado del problema (S; e Y;). Especifique la condicién de borde al final del horizonte de planifi-
cacion.

b) Para el caso particular en el cual hay dos perfodos, 3 = 1, ahorro fiscal inicial igual a cero, e
ingreso fiscal en el primer ano igual a 200. Ademds, se sabe que el ingreso fiscal toma sélo dos
valores: 100 con probabilidad 0,2 y 200 con probabilidad 0,8. Determine el gasto 6ptimo en el
periodo uno y la utilidad esperada maxima.



18. (*) El destacado dio de humoristas universitarios J&M se encuentra semana a semana muy complicado
al tener que elegir entre dos alternativas:

= Crear una nueva rutina para su show

= Repetir alguna de la temporada anterior

Crear una nueva rutina en la k-ésima semana de la presente temporada requiere un esfuerzo que ellos
valoran en C(k). Repetir una rutina antigua no requiere esfuerzo, pero si se usa un rutina antigua se
corre el riesgo de que sus seguidores protesten. La probabilidad de que sus seguidores reclamen en caso
de usar una rutina antigua es p,, donde n es el nimero de periodos consecutivos en que han existido
reclamos. En estos casos, ambos integrantes del grupo ven su dnimo visiblemente afectado, malestar
que puede ser cuantificado en una cantidad D(n) (con n definido igual que antes).

Ademas, si a lo largo del semestre han repetido r rutinas antiguas existe una probabilidad ¢, de que
falten chistes para su gran Show de Fin de Temporada, donde no pueden repetir rutinas de temporadas
anteriores. En este caso se veran obligados a crear m rutinas para presentarse a este evento, con el
consiguiente esfuerzo que esto implica.

Cada temporada de “humor diferente” estd compuesta por 7' shows, uno cada semana.

a) Describa las caracteristicas que permiten modelar este problema utilizando programacién dindmi-
ca estocastica.

b) Plantee un modelo de programacién dindmica que le permita a nuestro estimado dido decidir si
debe crear o repetir rutinas cada semana.

¢) Modifique su modelo si la probabilidad que sus seguidores reclamen por la repeticién de una rutina
antigua depende, ademas de los periodos consecutivos en que han existido reclamos, del nimero
total de rutinas repetidas que el dio ha presentado en la temporada.
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m 1.

Resolucidén Problemas de Programacidén Dinamica Estocastica

a)

MODELO DETERMINISTICO

Variable de estado:

S; = anos de uso de la maquina disponible al inicio del periodo t.

Variable de decision:

- No reemplazo
0 Reemplazo por méquina de 0 anos,
X, = 1 Reemplazo por maquina de 1 ano,

n Reemplazo por maquina de n anos,

Funcion de beneficio:

Cs, + ff1(Se+1) En caso de no reemplazar, X; = —
fe(Se, Xy) =
Cx, +Ix, = Vs, + ff1(Xy +1) En caso de reemplazar, X; = 1,2,....

[ (St) = minx, fi(St, Xi)
Donde f;(St) = costo minimo de la operacién de la méquina desde el inicio del perfodo ¢ hasta
el final, es decir, hasta T si la antigiidad del equipo es S;.

Condiciones de borde y funcién objetivo

fT+1(ST+1) = _VST+1
fio= omin I +Ox 4 G D)

MODELO ESTOCASTICO

Variable de estado

Sy = anos de uso de la maquina disponible al inicio del periodo t.

Variable de decisién:

- No reemplazo
0 Reemplazo por maquina de 0 anos,
X, 1 Reemplazo por maquina de 1 ano,

n  Reemplazo por maquina de n anos,



Variable aleatoria

0 ~
Donde la probabilidad Plw(S:) = 1] = (1 — ¢s,+1)

1 maéaquina buena al final del periodo ¢, si es de antigiiedad S,
wt(St) =

Funcion de beneficio:

Cs, + (1 —gs,+1) - fi1(Se + 1) + gs,41 (17 5Ip + ft*+1(0)>
En caso de no reemplazar, X; = —

E[fxst,xt)} -
CXt + IXt - VSt + (1 - th+1) : ft*-l—l(Xt + 1) + gX,+1 (17 510 + ft*-&-l(o))

En caso de reemplazar, X; = 1,2,....

f7 () = miny, E [ﬂ(st, Xt)}

Donde f;(S:) = costo minimo esperado de la operacién de la maquina desde el inicio del perfodo
t hasta el final, es decir, hasta T si la antiglidad del equipo es S;.

Condiciones de borde y funcién objetivo

Hay que notar que el valor residual ya no es tan claro, porque si la maquina se hecha a perder
justo al final del dltimo periodo NO necesitamos reemplazarla, asi se tendra:

Csr + (1= qsr41) - —Vsrsa
En caso de no reemplazar, X; = —

E|:fT(ST7XT):| =
CXT + IXT - VST + (1 - QXT-H) : 7VXT+1
En caso de reemplazar, X; = 1,2,....

fi= i, (T O+ B[00

B 2. Lo primero es notar que no es necesario darse una variable de estado que indique si aiin no he terminado
(es decir, basta con ser consecuente en la modelacién)

» Etapas: Cada una de las horas (comenzando con la 1).

» Variables de estado:
N; = Numero piezas que le faltan para completar el puzzle, al comienzo de la hora i

» Variables de decision:

{ 1 Si me retiro al comienzo de la hora i
X, = 0 ~
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= Variable aleatoria:

P, (k) = P[Probabilidad de que en 1 hora ponga n piezas, si me faltan k para terminar]

= Ecuaciones de recurrencia:

e Etapa T+1:
S
Vi (Nrya) = =5
e Etapa i:
N;—1 . _ AN i X, =
Vi(N;, X;) = { (;C—’_Zn:() P (N;) z+1(N’L n) + Py, (N;) - S ile 0
Entonces:

e Condiciones de borde:

B 3. Valores de la funcién objetivo antes del tdltimo partido:

P3| 0 | 100 | 200 | 300|400 || (P3)* | B*(Ns)
0 0 | -200 | 100 | 200 | 300 || (400) 300
100 || 800 | 600 | 700 | 800 | i || 06 (300) | 800

i
200 || 1600 | 1200 | 1300 i i 0 1600
300 || 2200 | 1800 i i i 0 2200
400 || 2800 i i i i 0 2800

Donde (P?)* es el pedido éptimo de poleras antes del partido nimero tres si tengo N3 en stock antes

de pedir.

Antes del partido 2 se tendré:

P2 0 | 100 | 200 | 300 | 400 || (P2)* | B*(Ny)
0 | 300 | 100 | 400 | 450 | 650 || (400) | 650
100 || 1100 | 900 | 950 | 1150 | i | (300) | 1150
200 | 1900 | 1450 | 1300 | i i 0 1900
300 | 2450 | 2150 | i i i 0 2450
400 || 3150 | i i i i 0 3150

Mientras que en la primera etapa:

P 0 | 100 200 | 300 | 400 || (PY)* | B*(Ny)
0 | 650 | 450 | 1250 | 1300 | 1475 || (400) | 1475

De esta manera la estrategia 6ptima es la siguiente:

= Partido 1: Pedir 400 poleras.
= Partido 2: Si el partido 1 lo gand su equipo volver a pedir 400 poleras, mientras que si perdio el

primer partido NO pedir.
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= Partido 3: Si su equipo gané el partido nimero 2 (independiente de lo que pasé en el primero)
pedir 400 poleras. Si el equipo perdié el partido 1 y también perdié el partido 2 pedir 400 poleras.
Si gané el partido 1, pero perdié el partido 2 NO pedir.

5 a » Etapas: £k =1,...,T. Fechas del campeonato.
= Variables:
e Estado: (Sk, nk) donde Sy, es el dinero disponible antes del partido k y nj son los puntos
que le faltan al equipo para titularse campeén antes del partido k-ésimo.
e Decisién:
1 decido ir al estadio en la fecha k,
0 sino

[

3 si el equipo gana el partido de la fecha k,
e Aleatorias: wy, = 1 si el equipo empata el partido de la fecha k,
0 si pierde
= Recursién:
® N1 =N — W
L Sk+1=Sk—S-6k
= Condiciones de borde:
e Vri1(St+1) = 0 porque la plata que sobre no reporta utilidad.
e 51=C,ni=n
Funcién de utilidad

En este problema hay que identificar las situaciones que entregan funciones de utilidad diferentes
para una etapa, relacionados con la posibilidad de obtener o no el bono por estar presente en el
partido en que el equipo gana el campeonato.

1) Casonp=06n; >3

B siep =1y wg =3,
e-B siep =1y w, =1,
—q-B sieg=1ywg =0,
0 siep =0

Uk (Sk, ni, wi, ex) =

2) Casong=1,23

B+ K siep, =1y w, =3,

e-B siep =1, wy=1yng>1,
Up(Sk, ng,w,ep) =4 e-B+K siex=1 wp,=1yn, =1,

—q-B siep =1y w, =0,

0 sie, =0

Funcion de beneficio acumulado
Vie(Sks ks ex) = Ey, {Uk(sk; Nk, Wi, ex) + Vil (Sky1s nk+1)}

Con
Vi (S, i) = Hiéx {Vk(sk, nk, @k)}

b) Resolucién
Ultima fecha
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$.n | ir no ir | ej |
3,2 0,4-(B+K)+0,5-e-B—0,1-q-B=28,22 0 1
31105 (B+K)+0,4-(¢e-B+K)—0,1-q-B=12,12 0 | 1
3,0 0,3-B+0,1-e-B—-0,6-¢q-B=-0,78 0 0
0,2 i 0 0
0,1 i 0 0
0,0 i 0 0
A un partido de la dltima fecha
$.n H ir ‘ no ir ‘ ey, ‘
3,2 0,4-(B+K)+0,5-¢e-B—0,1-q-B=28,22 6,882 1
311 0,5-(B+K)+0,4-(e-B+K)—0,1-¢g-B=12,12 | 0,1212 | 1
3,0 0,3-B+0,1-¢e-B—0,6-¢q-B=-0,78 0 0
0,2 i 0 0
0,1 i 0 0
0,0 i 0 0

Cuando faltan tres partidos

$.n H ir ‘ no ir ‘ er, ‘
3204-(B+K)+0,5-¢-B—0,1-q-B=8,22[8,22-0,1+12,12-0,5=6,882 [ 1 |

Estrategia
Dados los pardametros del problema la estrategia éptima es ir al estadio cuando faltan 3 partidos
para el fin del campeonato.

Hay que tener claro que a lo sumo se visitaran las N farmacias, dado que siempre es factible que
el medicamento no se encuentre en ninguna de las N farmacias.

El modelo de programacién dindamica queda:

Etapas: La etapa i consistira en el viaje a la i-ésima farmacia desde la i-1-ésima farmacia
(ojo que farmacia i-ésima # Farmacia 1)

Variables de estado:

N
S;, donde:

1 Siya visité la farmacia n
Sin = 0 ~

F; = Farmacia donde estoy al comienzo de la etapa i

Variables de decisién:

X,; = Farmacia a visitar al final de etapa i

Variable aleatoria:

-
P,|S; = P[Probabilidad de que el medicamento se encuentre en la farmacia n,

dado que ya visité al conjunto indicado por S;)

» Ecuaciones de recurrencia:

e Etapa N+1: -
VK/+1(SN+17 Fni1) = tFy 410



e Etapa i:
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Vi(S, Fi, Xi) = tpx, + 7+ Px,|Si - [tx.0] + (1 = Px,1S:) - Vi (Sivr, X3)]

Donde:

Donde:

i+ 1

0y

Sit1 = - .
e «— x;-6sima posicién

X;éIng%Xn w [Vi(Ss, Fy, Xi))

e Condiciones de borde:

Sl,n = 0Vn
Fr = 0

a) Siguiendo los pasos caracteristicos tendremos:

= Etapas: Cada uno de los hoteles.

» Variable de estado:

= Variable de decisién:

= Variable aleatoria:

= Condicién de borde:

= Recurrencia:

1 Si ya encontré habitacién en algin hotel
O ~Y

G = { 1 Si entro a preguntar al hotel i-ésimo
;=

0 ~

~_J 1 P Sihay habitacién
YiT=Yo0 1- P, Sino

Vi) = 0
Vi) = K

Vi(0,qx) = qi(Q + Py - Sk, + (1 — Pg) - Vi1 (0)) + (1 — qx) - (Vi1 (0) + Ck)

Asumiendo Cy = 0. Entonces:

b) Resolvemos:

= Etapa 4:
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= Etapa 3:
V5 (0,1) = 100+ 0,4-1504 0,6 - 450 = 430
VE(0,0) = 450
Implica que ¢5 =1y que V5 (0) =430
= Etapa 2:
Vi (0,1) = 100+ 0,6 - 250 + 0,4(100 + 430) = 462
V5(0,0) = 100+ 430 = 530
Implica que ¢5 =1y que V5 (0) = 462
= Etapa 1:
Vi(0,1) = 100+ 0,8-500 + 0,2(100 + 462) = 612
Vi(0,0) = 100 + 462 = 562

Implica que ¢f = 0y que V;*(0) = 562
a) Asignamos una ganancia de 1(U.M.) a ganar el punto y 0(U.M.) a perderlo.

= Etapas: Cada uno de los saques, a lo mds 2 (en esta parte).

= Variables de estado:
No existen variables de estado

= Variables de decision:

X - 1 Si saco fuerte en el i-ésimo servicio
¢ 0 Si saco suave en el i-ésimo servicio

= Variable aleatoria:

Py = P[Meter el saque dentro si saco fuerte]
Ps = P]Meter el saque dentro si saco suave]

Wy = Plganar si meto el saque fuerte]

Ws = Plganar si meto el saque suave]

= Ecuaciones de recurrencia:

e Etapa 3:
V3*:0
e Etapa i:
Vi(X;) = Py -Wp+(1—-Py) -V, SiXi=1
S P We+(1—Py) -V, o~
Entonces:

Vi = miix [V;(X)

b) Aqui no existe un nimero finito de estapas (podria llegar a sacar infinitas veces), por lo que el
enfoque de programacién dinamica falla en este punto. Lo mejor que se puede hacer es encontrar
una estrategia de saque y reducir el problema a uno de dos etapas, primer saque y segundo saque.
Para esto veamos que, dado que las probabilidades no dependen del resultado del saque anterior, si
el tenista decide sacar fuerte (o suave) en el primer o segundo saque, esa decisién se mantendra si
la pelota pega en la red y cae dentro de la cancha.
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= Etapas: Cada una de las condiciones de saque.

= Variables de estado:
No existen variables de estado

» Variables de decisién:

X { 1 Si saco fuerte en el servicio de condicién i
;=
0 ~

» Variable aleatoria:

Py = P]Meter el saque dentro si saco fuerte]
Ps = P[Meter el saque dentro si saco suave]
Wy = Plganar si meto el saque fuerte]
Ws = Plganar si meto el saque suave]
gg = P|pegar en la red si saco fuerte]
gs = Plpegar en la red si saco suave]

» Ecuaciones de recurrencia:

e Etapa 3:
Vi =0
e Etapa i:
Pr-Wy+(1—-P) -V, SiX;=1
Vi(X;) = }i H i+1 ¢
(Xi) {PS-WS+(1—P§)-1-§H ~
donde:
— i pi (1—qu)-Pu
Ph = > dy- Pyt -(l—qun) =5 "—
= 1—-Py-qum
* z+1 (1_qS)'PS
Ps = Zq (1=as) = p s
Entonces:

V*

?

= max [Vi(Xi)]

B 13. Explicacién del problema: Tengo un monto de dinero en el banco, los que me dan una rentabilidad
diaria i, sin embargo tengo que tener dinero disponible en la tienda para poder operar. Si me quedo sin
efectivo, entonces incurro en costos (s por unidad, los cuales se suman al déficit de la caja de la tienda
). Si dejo plata en el banco gano i U.M. por dia y cada transaccién me cuesta K, por lo que existe un
trade-off entre ganar plata por concepto de intereses y tener pérdidas por no contar con el dinero en
la tienda.

Es importante notar que la variable aleatoria puede ser negativa como positiva
Entonces:
= Etapas: Cada dia.

= Variables de estado:

B; = Cantidad de dinero que hay en el banco al comienzo del dia i

T; Cantidad de dinero en la tienda al comienzo del dia i



= Variables de decision:
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{ 1 Si decido hacer una transaccién
X; = Cantidad de dinero que saco (meto) del (en el) banco el dia i

» Variable aleatoria:

pin = P[Probabilidad que la demanda por dinero el dia i sea n(positivo o negativo)]

= Ecuaciones de recurrencia:

e Dia N+1:
Vii1(Eny1, Bny1) = Eny1 + By
o dia i:
>ori oo Ponl Vi (Bs =, Bi - (144))]]+ SiY; =0
Y B Pinl Vi (=(n = En) - (1 +5), Bi - (1 41))]]

‘/l(E'L,Bl) }/ZaXl) -

(B
Donde:

Vi (Ei, Bi) =

e Condiciones de borde:

YR

2E+X[m[g%

Y, ~

?

(B + X —n, (B — K — X;) - (1410))]+
(— (nfEan,;)~(l+s)7
1

K—=X;)-(1+9))]]

max [V;(EiuBm}/iaXi)]
T, Y; < X; < B; - Y;
K- Y, < B;

By
T_r

100000
10000

B 14. Supondremos que cuando el tipo llega a un puesto ve si éste estd desocupado o no

= Etapas: Cada uno de los puestos de estacionamiento [del -T al T]

» Variables de estado:

~

{ 1 Si el puesto i estd vacio
S; = 0

V; = el nimero de estacionamientos vacios que Ignatius ha dejado pasar (sin contar el i-ésimo)

= Variables de decision:

Z;

= Variable aleatoria:

{ 1 Si decide estacionarse en puesto i
O ~Y

P,,, = P[Probabilidad de que puesto i esté vacio dado que ya pasaron n puestos vacios]

» Ecuaciones de recurrencia:

e Etapa T+1:

V%+1(DT+17 SN+1) = PDT+1
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e Etapa i:
i - Xi + [Piv1,0,41 - Vi (Di + 1, 1) SiS;=1
Vi(Ds, S, 5) = +[1 = Piy1,p,41] - V5 (Di +1,0)] - [1 = X

Pii1p;, - Vi (Di1) +[1 = Piyap,] - Vi (Di, 0) ~

Donde:
V* -D’L)SZ = : ‘/7, DlaS’Lsz
7 (DinS) = | mdx (Vi )]
e Condiciones de borde:
S 1 =0
Dy = 0

B 15. ) Supondremos que la partida de los buses es al final de cada minuto, la llegada de pasajeros es al
comienzo de cada minuto, y que los buses retornan al comienzo de cada minuto.

» Etapas: Cada uno de los minutos (comenzando con el 1).
» Variables de estado:

Wir = Numero de buses que al comienzo del minuto i llevan k minutos desde su salida
B;
Si

el nimero de buses disponibles al comienzo del minuto i

el nimero de pasajeros en la estacién al comienzo del minuto i

= Variables de decision:
x; = el nimero de buses a despachar al final del minuto i
= Variable aleatoria:
P;,, = P[Probabilidad de que al comienzo del minuto i arriben n pasajeros]

» FEcuaciones de recurrencia:

e Etapa T+1:
Vi (Sty1, Bry1, Wrya k) = —H - Sty
e Etapa i:
(oo}
Vi(Si, Bi, Wy, a;) = —F -z + me [P -min{K -z;,S; +n}
n=0
—Ei . méx{Si +n— K - Zi, 0}]
+ Z P - [V*(max{S; + n — K - ;,0}, Bi — i + wi(x-1), Wit1)]
n=0
Donde:
Wi+10 = T4
Witk = Wik—1) VE=1,...,X 1
Entonces:

V*(Si, Bi, i) = méx [V;(ShBiv’U_;iin)]
0<X;<(Bi)
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e Condiciones de borde:

S; =0
B, =B
W =0

b) Ahora necesitaremos mantener informacién acerca de cuanto tiempo llevan las personas en la
estacién.
» Etapas: Cada uno de los minutos (comenzando con el 1).
= Variables de estado:

Wi = Numero de buses que al comienzo del minuto i llevan k minutos desde su salida
B; = el nimero de buses disponibles al comienzo del minuto i
S;kx = el nimero de pasajeros al comienzo del minuto i que llevan esperando k minutos

» Variables de decisién:

x; = el nimero de buses a despachar al final del minuto i

= Variable aleatoria:
P;,, = P[Probabilidad de que al comienzo del minuto i arriben n pasajeros]

» Ecuaciones de recurrencia:

e Etapa T+1:
T
Vi1 (Sty1, Bro, Wryap) = —H - Z S(r41)k
k=1
e Etapa i:
o] 1—1
n=0 k=1
i—1 i—1
= [Ei - min{Si, méx{[) _ Sij] - K - x;,0}}]
k=1 =k
+ Z Py, - [V*(§i+1, B — @i + wi(x 1), Wiy1)]
n=0
Donde:
i—1
S(i+1)k = min{Sik,mfiX{ Z Sij - K- 1’1,0}}
j=k—1
i—1
S(i+1)1 = min{n, méx{n + Z Sij - K-, 0}}
j=1
WeE+1)0 = T4
Wi4+)k = Wik—1) VK = ]., cen ,X -1
Entonces:

V-*(SmBiaU_fi): max [V;(ghBivwiin)]
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e Condiciones de borde:

5§
B, =B
W =0

El problema es abordable mediante programacion dindmica debido a la caracteristica intertem-
poral de las decisiones, la existencia de etapas de decisién y en cada una de ellas se resuelve un
problema de estructura similar .

Respecto a los trade-off existentes, claramente existe uno entre los costos asociados a perder pro-
ductos debido a la capacidad de la bodega, contrapuesto al costo de no satisfacer la demanda
de los clientes. Ademas existe un trade-off entre pedir grandes cantidades, para evitar el costo
de poner una orden, y pedir poco, para evitar la pérdida de productos debido a la capacidad de
bodega.

= Etapas: Cada uno de los meses del horizonte de planificacion.
= Variables de estado:

S; = Numero de productos disponibles al inicio del mes i

S; = Nuamero de productos que llegaréan el préximo mes debido a atraso de érdenes

» Variables de decisién:

o 1 Si ordeno productos para el préximo mes
Yi = 0 ~
x; = Numero de productos que ordeno para el préximo mes

» Variable aleatoria:

= P[Una orden se retrase un mes]

¢ = P[Un cliente demande una unidad de producto]

» Ecuaciones de recurrencia:
e Etapa T+1:
Vi1 (S741,8741) =0

e Etapa i:

%(Siygiaxiayi) = ZN (N)qn(l _Q)N_n men{517n} —Zméx{n—S“O}

n=0 \n
(1—p) - [Vii, (min{L, S; — min{S;,n} + z; + S;},0)]
p- [V, (min{L, S; — min{S;, n} + S}, Xi)]]

“K-yi—coa

Donde:

Vi (Si, i) =  méx  [Vi(Si, Si, x4, i)

0<z;<L-y;
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e Condiciones de borde:
S51=5
S1=0
En este caso se deberfa incluir una variable de estado que nos indicase cuantos clientes se dejaron
insatisfechos en el periodo anterior. De esta forma, para un periodo dado y condicionando sobre
la demanda realizada, se puede tener el nimero de clientes insatisfechos durante el periodo. Con
estas cifras se puede calcular la probabilidad de que el niimero de clientes insatisfechos dos meses

continuos sea j, y por lo tanto, se podria modelar la situacién e incluir los cambios en las leyes de
probabilidades de las demandas periodo a periodo.

Esta es la clasica pregunta de programacién dindmica. La respuesta va por el lado de justificar
la existencia de decisiones intertemporales, la existencia de variables de estado que resumen la
historia hasta un determinado momento y que la decision en un periodo sélo depende de ellas y
no de la historia, etc.

Siguiendo los pasos metodolégicos tendremos que:

= Etapas: Cada una de las T' semanas (supondremos que el show final se realiza en una semana
ficticia T' + 1).

» Variables de Estado:

R; = Numero de semanas con rutinas repetidas consecutivamente

N; = Numero ocasiones en las cuales se repiten rutinas en la temporada

» Variable de Decision:

1 Si creo una nueva rutina
X =
0 ~Y

= Variable aleatoria: P,, donde n es el niimero de semanas consecutivas con repeticiones.
» Recurrencias: Comencemos con el show final (en la semana ficticia T + 1):

Vig1(Bri1, Nrgr) = qngyy -m - C(T + 1)
Para una semana t (supuesto que py = 0):

C(t) + t11(07Nt) Sl Xt = 1

* VO<t<T+1
PRo+1 - DR+ 1) + Vi (Re + 1, Ny +1) ~

m*(Rta Nt7Xt) = {
» Condiciones de borde:

Ri=N =0

Ahora necesitamos guardar informacién acerca del nimero de reclamos acumulados en una tem-
porada. El modelo quedara de la siguiente forma:

= Etapas: Cada una de las T semanas (supondremos que el show final se realiza en una semana
ficticia T'+ 1).
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Variables de Estado:

R; = Numero de semanas con rutinas repetidas consecutivamente
FE; = Numero de ocasiones donde el publico reclamo
N; = Numero ocasiones en las cuales se repiten rutinas en la temporada

Variable de Decisidn:

1 Si creo una nueva rutina
Xt =
O ~Y

Variable aleatoria: P(n,e} donde n es el nlimero de semanas consecutivas con repeticiones
y e es el numero de reclamos acumulados.

Recurrencias: Comencemos con el show final (en la semana ficticia T' 4 1):

Vii(Rrgr, Ergr, Nr1) = qnpy, -m-C(T + 1)
Para una semana t:

C(t) + pro,.y - (D(0) + Vi, (0, By + 1, Ny)) Si X, =1
+(1 - p{O,Et})‘/tj-l (07 Etth))
V;E*(Rt?NtaXt) —
Pro+1,E} - DR+ 1)+ Vi (Re+1, B+ 1, N, + 1)) ~
+(1 = proy1.80) - (Vi (Re + 1, By, Ny + 1))

Condiciones de borde:



