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Problemas de Nacimiento

Un centro de fotocopiado dispone de 2 méquinas fotocopiadoras, manejadas por operarios distin-
tos. Al local llegan clientes (en su mayoria estudiantes) de acuerdo a un proceso Poisson de tasa
A [clientes/segundo].

El ntimero de copias que desea cada cliente se puede aproximar por una variable aleatoria continua
exponencialmente distribuida, con media 1/ [copias]. Las maquinas fotocopiadoras difieren en su
velocidad: la méquina 1 (la més rdpida) demora exactamente 1/a; segundos por copia, mientras que
la maquina 2 demora 1/ay segundos por copia (a1 > @3).

Se atiende a los clientes en orden de llegada, formandose una cola cuando llegan clientes estando
ambas maquinas ocupadas. El cliente a la cabeza de la cola sera atendido en la primera méaquina que
se desocupe. Si cuando llega un cliente estan las 2 maquinas desocupadas, se le atendera de inmediato
usando la méquina 1.

La experiencia indica que en los 2 x 3 [m?] del local cabe un ntmero arbitrariamente grande de
estudiantes esperando por fotocopias.

a) ;Cémo se distribuye el tiempo que toma la atencién de un cliente cualquiera con la maquina
17. ;Y con la maquina 27. Note que si X es una v.a. con distribucién exponencial de media M
entonces, para s > (0, sX sigue una distribucién exponencial de media sM .

b) Modele el estado de ocupacion del local como una cadena de Markov en tiempo continuo. §Qué condi-
cién deben satisfacer A, 8, a1 y as para que exista estado estacionario?. Asuma que dicha condicién
se cumple, y que, en consecuencia, existe una ley de probabilidades estacionarias (no es necesario
que las calcule).

Hint: Considere estados definidos por el niimero de clientes presentes en el local, salvo en los casos
en que ello sea ambiguo.

Responda en términos de las probabilidades estacionarias y los parametros del problema:

¢) ({Cuél es la tasa media de utilizacién (porcentaje del tiempo que estd trabajando) de cada una de
las maquinas en el largo plazo?.

d) En promedio, ;Cuéntos clientes por unidad de tiempo son atendidos en cada una de las maquinas
(i.e. tasa de salida de clientes de cada una)?. ;Qué fraccién de los clientes que llegan al local son
atendidos por la maquina 17.

e) En promedio, ;Cudnto tiempo pasa esperando en cola un cliente cualquiera?.

Imagine que usted trabaja en una fabrica artesanal de calcetines. Su tarea es tenir los calcetines, luego
empaquetarlos en parejas. Los calcetines a tenir llegan de a uno y el lapso de tiempo entre la llegada
de calcetines consecutivos se distribuyen exponencialmente con tasa A [calcetines/u.t]. El tiempo que
usted demora en tefir un calcetin se distribuye exponencialmente con media 1/u [u.t]. Usted puede
tefiir como méximo dos calcetines simultdneamente (uno en cada mano). Si un calcetin que llega,
lo encuentra con las dos manos ocupadas, éste se pierde. Una vez que tiene dos calcetines tenidos,
los empaqueta y son puestos a la venta. El tiempo que demora en empaquetar puede asumirse como
despreciable.

a) Modele la situacién antes descrita como una cadena de Markov en tiempo continuo.

b) Argumente si existen o no probabilidades estacionarias. En caso afirmativo, calcilelas.

¢) (A que tasa debe tenir si se desea que, en el largo plazo 95 de cada 100 calcetines que llegan lo
encuentran con al menos una mano vacia?. Si obtiene una ecuacién complicada, la puede dejar
expresada.



d) Suponiendo que todos los pares de calcetines tenidos se venden instantdneamente, calcule el precio
minimo que debe cobrar para que el negocio sea rentable en el largo plazo. Para ello asuma que
el costo por calcetin que llega es Clu.m.] y el costo por tenir es de H [u.m./u.t].

3. En cierto pueblo viven actualmente kN habitantes. Este pueblo cuenta con un solo hospital con capaci-
dad para N pacientes. Cada habitante mantiene una vida sana un tiempo aleatorio exponencialmente
distribuido con tasa A4. Cuando una persona enferma, no concurre inmediatamente al hospital sino
que permanece en observacion en su casa un tiempo aleatorio exponencialmente distribuido con tasa
Ap. Pasado este periodo de observacion, el paciente puede ser dado de alta o bien mantener su esta-
do enfermo en cuyo caso es llevado al hospital. Con probabilidad p un paciente en observacion va al
hospital. El periodo de hospitalizacién de un paciente es una v.a. exponencialmente distribuida con
tasa A¢, después de dicho periodo el paciente es dado de alta. Si el hospital estd lleno los pacientes
que requieren hospitalizacion son desviados a una zona medianamente acondicionada en espera que un
lugar se desocupe, suponga que la recuperacién de estos pacientes sigue siendo exponencial con tasa
Ac-

En base a la informacion anterior determine el niimero esperado de pacientes que estéan siendo atendidos
en la zona de espera en un momento dado.

Hint: Represente el estado de salud de un habitante como una cadena de Markov en tiempo continuo
con tres estados.

4. Antes de que un producto pueda salir a la venta debe pasar por la seccién de pintado la que cuenta
con un unico operario y recibe piezas de 2 tipos: las piezas tipo a que llegan segiin un proceso de
Poisson de tasa A1 [piezas/minuto] y las piezas tipo 8 que llegan segin un proceso de Poisson de tasa
A2 [piezas/minuto] y el proceso de pintura demora un tiempo exponencialmente distribuido de media
1/u[horas] en pintar cada pieza sin importar su tipo. La seccién de pintura ha operado histéricamente
pintando las piezas en orden de llegada sin importar de que tipo sea. Sin embargo, los agotamientos
de stock de las piezas tipo a hacen que sea mas urgente terminar las piezas tipo « por lo que se
esta barajando instaurar una politica de prioridades en el pintado.

Suponga que se implanta la siguiente politica de atencién: Sélo se pintaran piezas (3 si no hay piezas
tipo « esperando y si llega una pieza tipo a cuando hay una pieza tipo 3 siendo pintada, esta tltima
debe ceder inmediatamente su puesto para que se procese la tipo a que acaba de llegar.

a) Discuta bajo qué condiciones (en realcién a los pardmetros del problema) la nueva politica de
atencion genera reducciones considerables en el tiempo de espera de una pieza de tipo «

b) Modele la situacién con prioridades como una cadena de Markov en tiempo continuo y escriba las
ecuaciones que permitan encontrar las probabilidades etacionarias del sistema.

¢) ;Cuénto tiempo pasa en promedio una pieza tipo « en la seccién de pintura desde que llega hasta
que sale terminada?. ;Y cudnto demoran las tipo §7.

Hint: Le puede ser ttil seguir el siguiente esquema de razonamiento:

= Piense en qué cola enfrenta una pieza tipo a que llega para ser pintada.

= Piense en qué cola enfrenta una pieza cualquiera que llega para ser pintada si se supone que
son indistinguibles.

= ; Qué relacion existe entre el nimero de piezas tipo « en el sistema y el nimero total de piezas
en el sistema?.

d) Suponga ahora que se implanta una politica de atencién con prioridad idéntica a la anterior,
pero que la llegada de una pieza tipo « no interrumpe el proceso de pintado de una pieza tipo 3
que pudiera estarse atendiendo. Modele esquematicamente la nueva situacién como una cadena
de Markov en tiempo continuo. ;Puede usar el mismo razonamiento anterior para calcular los
tiempos de espera?.



5. Considere un proceso de nacimiento puro en que cada individuo da a luz independientemente en un
tiempo exponencial de tasa A. Suponga que inicialmente existe un solo individuo y que con probabilidad
P(s), un individuo nacido en el instante s es “fuerte”. Calcule la distribucién del nimero de individuos
“fuertes” nacidos en el intervalo (0, ).

6. Una pequena barberia es operada por un tnico barbero y tiene espacio para a lo mas dos clientes.
Los clientes potenciales llegan al negocio segtin un proceso de Poisson de tasa 3 clientes por hora. Los
tiempos de atencién son variables aleatorias iid exponenciales de media 1/4 hora.

a) ;Cuél es el niimero promedio de clientes dentro de la barberia en el largo plazo?.
b) (Cuél es la proporcién de clientes que entran al negocio?.

¢) Si el barbero trabajara el doble de rdpido, ja cudnta gente més podria atender en promedio?.

7. (%) La banda criolla “Jorge y los Markovianos” finalmente han alcanzado el éxito a nivel nacional. Es
asi como se aprestan a realizar un concierto en el Estadio Nacional a modo de celebracién. Jorge como
buen alumno, ocupard sus conocimientos para estudiar la dindmica del niimero de personas que asiste
al concierto. Jorge sabe que sus fanaticos son de dos tipos especificos. El primer grupo llegaré al estadio
de acuerdo a un proceso de Poisson de tasa 3 . Una persona de este tipo es tal que si llega al estadio
y encuentra éste con su capacidad nominal completa (suponga esta capacidad igual a N personas) se
retirard indignado.

Sin embargo, existe otro tipo de fanatico a los que no les importa ir a ver tocar a Jorge sino que se
motivan de acuerdo a la gran afluencia de puiblico. Se puede suponer que los tiempos entre llegadas de
este grupo estdn exponencialmente distribuidos y dependen linealmente del nimero de personas que
ya se encuentran en el estadio. De esta manera, el tiempo esperado hasta que llegada el siguiente de
estos fan, cuando hay sélo una persona en el estadio, es 1/A , mientras que si hay i es 1/(\-¢). A este
grupo no les interesa que el estadio ya haya sobrepasado su capacidad, dado que debido a la falta de
seguridad ingresan al recinto de todas formas hasta que éste estd por reventar, lo que ocurre cuando
el nimero de personas es 3- N.

Finalmente se tiene, que independiente del tipo de fan que se trate, éste se aburre y regresa del estadio
en un tiempo exponencialmente distribuido de media 1/u . Suponga para efectos de este problema que
el repertorio de Jorge no se acaba nunca.

a) Modele el niimero de personas en el recinto como un proceso de nacimiento y muerte. ;Cudl es la
condicién de estacionalidad?.

b) Calcule una expresién que le permita calcular las probabilidades estacionarias.

¢) SiN=3 A=03=1y pu=2, determine la proporcién del tiempo tal que no pueden ingresar al
estadio fanaticos del primer tipo.

8. (x) Una tienda de mascotas tiene C jaulas en las que puede mantener perros a la venta de las maés
variadas razas. El tiempo que transcurre para que cada perro sea vendido estd exponencialmente
distribuido de media 1/u [dias], independiente de la venta de los otros perros de la tienda.

Para abastecerse de nuevas mascotas, la tienda cuenta con dos criaderos proveedoores: uno permanente
y otro de reserva. El proveedor permanente envia nuevas mascotas a la tienda de acuerdo a un proceso
de Poisson de tasa A [mascotas/dias]. Si en algin momento del tiempo, la cantidad de perros en la
tienda disminuye a R unidades o menos, entonces se contrard adicionalmente a un segundo criadero,
complementario al anterior, para que mande nuevas mascotas. La llegada de estas mascotas constituye
también un proceso de Poisson de tasa A [mascotas/dias]. Este contrato serd valido mientras no se
recupere el nivel de R mascotas en la tienda.

a) Formule una cadena de Markov a tiempo continuo que modele la situacién recién descrita.
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10.

b) Formule un sistema de ecuaciones que permita encontrar las probabilidades estacionarias. Calcule
el valor de dichas probabilidades.

¢) Cuanto espera en promedio un perro en la tienda antes de ser vendido?.

d) Suponga que P es el precio de los perros y por cada dia que ellos estan en la tienda se gasta K por
conceptos de comida y servicio de veterinaria. Formule el problema de optimizaciéon que permite
al dueno de la tienda encontrar el R que maximiza sus utilidades por unidad de tiempo.

Autos llegan a un taller de reparacién de acuerdo a un proceso de Poisson de tasa A[autos / horal.
El taller mecanico es atendido por un tnico trabajador que utiliza la siguiente politica de atencién:
Mientras hallan menos de R autos en el taller se dedica a labores administrativas, del momento en
que hay R repara todos los autos hasta que no quedan trabajos pendientes (Note que los autos siguen
llegando al taller mecdnico). El tiempo de reparacién de un auto es una variable aleatoria distribuida
exponencialmente con media 1/p[horas].

a) Modele el estado de ocupacién del taller como una cadena de Markov en tiempo continuo.

b) Justifique la existencia de un régimen estacionario y entregue las ecuaciones que permiten calcular
las probabilidades estacionarias.

¢) Suponiendo conocidas las probabilidades estacionarias entregue expresiones para el nimero prome-
dio de autos en el taller, fraccién del tiempo que el mecanico dedica a labores administrativas.

Ahora considere que el mecanico siempre trabajara en el tltimo auto que llega al taller, y que cuando
retoma un trabajo abandonado parte de 0.

d) Modele esta nueva situacién como una cadena de Markov en tiempo continuo.

e) (Bajo que situacién un auto deberd esperar mds tiempo para ser atendido?.

(*) Un centro de informacién telefénica cuenta con dos telefonistas cuyo tiempo de atencién de llamadas
es idénticamente distribuido y corresponde a una distribucién exponencial de media igual a 1 minuto.

Dado que la operacién de este call center esta recién comenzando, no se cuenta con suficientes datos
historicos como para determinar la distribucién de probabilidad de la entrada de llamadas, aunque
se puede suponer que los tiempos entre éstas son exponenciales. Ademds, en los pocos dias de fun-
cionamiento se ha advertido que el 10 % del tiempo ambas operadoras estdn desocupadas.

Si una persona llama y ambas operadoras estdn ocupadas su llamada quedard en espera hasta que
alguna se desocupe y pueda atenderlo. Suponiendo que no existe una restriccién sobre el nimero de
llamadas que pueden quedar en espera, y que los clientes son infinitamente pacientes, responda:

a) ;Qué condicién hay que imponer sobre la tasa de entrada de llamadas para que exista estado
estacionario?.

b) Determine la tasa de entrada de llamadas ().

¢) Calcule el ntimero promedio de llamadas en espera y el tiempo promedio de espera de un cliente

antes de ser atendido.

Suponga ahora que las operadoras cuando ven que hay llamadas en espera apuran las atenciones. Los
tiempos de atencion siguen siendo variables aleatorias exponenciales, pero ahora la tasa con que una
operadora atiende a un cliente cuando hay ¢ clientes esperado es @ - u.

d) {Qué condicién hay que imponer sobre la tasa de entrada de llamadas para que exista estado
estacionario?.

e) Determine la ecuacién que permitiria calcular la tasa de entrada de llamadas A.



11. (x) La llegada de clientes a un banco sigue un proceso de Poisson de tasa A. Una vez dentro del
banco los clientes se encuentran frente a dos sistemas M/M/1, y deben elegir a qué cola ponerse.
Loégicamente los clientes siempre escogeran la cola que tenga el menor largo y ante empates elegiran
equiprobablemente.

Una vez que elige la cola a la que se ponen no puede cambiar su elecciéon. Asuma que los tiempos de
atencion son iguales en ambos sistemas, y exponencialmenete distribuidos de tasa p.

a) Modele el nimero de personas en cada cola como una cadena de Markov en tiempo continuo.
Explicite claramente todas las transiciones posibles indicando las tasas respectivas. jcual es la
condicién de estado estacionario?.

b) Escriba las ecuaciones que le permitirian calcular las probabilidades estacionarias.

¢) ;Cuél es la fraccién del tiempo que la cola 1 estd sin clientes ?.

12. (*) Una empresa generadora de energia eléctrica desea evaluar su capacidad de respuesta frente a
posibles fallas en las centrales generadoras que posee dentro del pais.

Esta empresa posee N centrales generadoras a lo largo de Chile, las cuales permiten abastecer ade-
cuadamente la demanda energética del pais. Cada una de las centrales mencionadas puede trabajar sin
sufrir fallas durante un tiempo exponencialmente distribuido de media 1/X horas. Cuando ocurre una
falla en una o mas centrales entra en funciones un procedimiento de contingencia, el cual redistribuye
la produccién energética, permitiendo que el sistema opere satisfactoriamente.

Para hacer frente a las fallas, cada central cuenta con un equipo de personal especializado en reparacion,
el cual demora un tiempo exponencialmente distribuido de media 1/ horas en restablecer la produccién
energética de la central afectada.

a) Modele el niimero de centrales en reparacién como una Cadena de Markov de tiempo continuo.
Determine si existen probabilidades de estado estacionario justificando su respuesta. Plantee las
ecuaciones necesarias para calcular las probabilidades estacionarias.

(=

En promedio jcudnto demora en ser reparada una central que falla y deja de operar?.

Calcule el niimero de fallas por unidad de tiempo que afectan al sistema generador de energia.

o

QU

)
)
) Usando la Férmula de Little, calcule el nimero promedio de centrales en estado de falla.
)

e) ¢Cual es la probabilidad de encontrar detenida en el largo plazo a una central en particular?.

13. Ante la expectacién provocada por el estreno de cierta pelicula, la distribuidora cinematografica a cargo
de ella ha decidido implementar un servicio de venta telefénica de entradas. Para ello ha destinado 1
operario, que atiende sélo una linea de teléfonos, la cual no puede mantener llamadas en espera. La
atencién de una llamada cualquiera es una v.a. con distribucién exponencial de media 1/ [horas].

Los clientes se informan de la existencia del servicio de acuerdo a un proceso Poisson de tasa A [clientes/hora].

Cuando un cliente se informa de la existencia del servicio de venta telefénica llama inmediatamente
para comprar entradas. Si encuentra la linea ocupada volvera a llamar después, y llamara tantas veces
como sea necesario hasta que logre comprar sus entradas, pero dejando pasar, entre una llamada y la
siguiente, un intervalo de tiempo aleatorio exponencialmente distribuido con media 1/6 [horas].

a) Suponga que en este momento hay n clientes que han llamado al menos una vez, pero no han
podido comunicarse (han encontrado la linea ocupada). Ademds se sabe que el operario estd des-
ocupado ;Como se distribuye el tiempo que transcurrira hasta que reciba la proxima llamada?.

b) Modele el ntimero de personas que estan intentando comprar entradas como una cadena de Markov
en tiempo continuo. Cuide de incluir toda la informacién relevante en su formuacién.
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¢) Asumiendo que existe estado estacionario, y suponiendo conocidos los valores de las probabilidades
estacionarias, calcule, para el largo plazo:

= Para un cliente cualquiera, ;Cudl es la probabilidad de conseguir entradas al primer llamado?.
O bien, {Qué fraccién de su tiempo estd desocupado el operario? (Son equivalentes ; Por qué?).

= ;Qué fraccién del tiempo en que el operario estd desocupado hay clientes “esperando” (que
han llamado y no han podido comunicarse)?.

d) Suponga que se cambia la planta telefénica por una que admite oo llamadas en espera y que
todos los clientes esperaran en linea hasta ser atendidos, de forma que la venta telefénica de
entradas puede modelarse como un sistema M /M /1, con disciplina de atencién FIFO. Llamando
T, = “tiempo en el sistema” al intervalo que transcurre desde que un interesado se informa acerca
del servicio hasta que consigue comprar sus entradas, ;El valor esperado de Ts aumentard o
disminuird producto del cambio?. ;A qué se debe ese aumento o disminucién?. ;Qué espera que
ocurra con la varianza de T5?, explique intuitivamente.

e) Para la situacién original (sin llamadas en espera) ;Qué condicién deben cumplir A, § y p para
que exista régimen estacionario?. Puede apoyar su argumento en su respuesta para la parte (a),
para el caso de n muy grande y comparando con la condicién de estado estacionario de un sistema
M/M/1.

Una compania de radio taxis mantiene un convenio de atencién exclusiva con un taller de reparacién de
automéviles. La compania de radio taxis posee M +Y vehiculos de los cuales debe mantenerse operando,
segin politica de la empresa, un n° igual a M siempre que exista la posibilidad para ello. El resto de los
autos se mantiene “stand-by” y entra en operacién cuando alguno de los que se encuentra en actividad
falla (i.e. mientras existan taxis “stand-by” siempre habrd M vehiculos trabajando). El tiempo entre
fallas para un taxi se distribuye exponencialmente con media 1/ [dias]. El taller de reparacién cuenta
con un sistema que permite prestar un servicio simultdneo a un maximo de C' vehiculos. El tiempo de
reparacién de un auto se distribuye exponencialmente con media 1/u [dias]. Una vez que un vehiculo
es reparado entra al grupo de taxis “stand-by” hasta que se le necesite. S6lo pueden fallar autos que
estan operando.

a) Interesa estudiar el desempefio del taller de reparacién. Deduzca las probabilidades estacionarias
para todos los casos posibles.

b) Suponga que M =4, Y =2, C = 2. Calcule las medidas de efectividad.

(%) Considere un sistema de atencién de clientes con 2 servidores. El proceso de llegada de clientes a
una cola unica es Poisson de tasa A [clientes/hora] y la atencién de los 2 servidores es exponencial de
pardmetro u [clientes/hora] para cada servidor.

a) Calcule la tasa de salida de clientes del sistema.

b) Suponga que hay espacio para la espera de C clientes (ademds de los 2 que se estdn atendiendo).
Cuando se llena el sistema, éste se cierra y no permite la entrada de maés clientes. Describa la cadena
de Markov asociada y el sistema de ecuaciones para determinar las probabilidades estacionarias,
identificando los pardmetros involucrados.

¢) Para la situacién original (sin restriccién de capacidad), suponga que usted decide eliminar un
servidor y aumentar la productividad del primero de modo que el tiempo de atencién es exponen-
cial con tasa 2y [clientes/hora]. jEs este sistema equivalente al de dos servidores con tasa p cada
uno?. Explique o demuestre su respuesta con rigurosidad.

En el pueblo de Combarbald, existen dos bancos que funcionan uno a cada lado de la calle principal. En
ambos bancos existen dos cajeros cuyos tiempos de atencién son exponenciales de media 1/ [horas].
Las llegadas a cada banco se describen segin un proceso de Poisson de tasa A[clientes / horal.
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En el banco de la vereda sur, existen dos colas. Un cliente que llega a ese banco tiene la misma
probabilidad de colocarse en cada cola. Una vez que un cliente se ha puesto en una cola, le es imposible
cambiarse a la otra, aunque esta ultima se haya vaciado. En el banco de la vereda norte, existe una
Unica cola para acceder a la atencién de cualquiera de los dos servidores.

a) Calcule el tiempo medio de espera en el sistema y en la cola para cada banco. En promedio,
cuantos clientes hay en cada banco.

b) Considerando los indicadores anteriores, qué modalidad de atencién le parece méas adecuada.

¢) Discuta los supuestos y compare sus resultados con lo observado en la realidad.

Una estacién de gasolina tiene sélo una bomba para cargar combustible, recibe un promedio de 21
vehiculos por ahora segin un proceso de Poisson. El bombero puede atender en promedio un vehiculo
cada 3 minutos con tiempos exponencialmente distribuidos. El area de espera de la gasolinera tiene
capacidad para tres vehiculos solamente. Si un cliente encuentra el area llena se retira indignado.

a) Calcule el nimero medio de clientes perdidos por hora.

b) (En cudnto debe aumentar el tamafio del drea de espera para que el nimero medio de clientes
disminuya a la mitad 7.

Considere un aeropuerto en el cual existe un paradero de taxis. Los taxis y pasajeros llegan al paradero
de acuerdo a procesos de Poisson independientes con tasas 1 y 2 por minuto respectivamente. Los taxis
que llegan al paradero siempre esperan pasajeros (independiente del ntimero de taxis en la cola). Sin
embargo, los pasajeros que llegan al paradero y no encuentran taxis se van inmediatamente (deciden
irse en bus).

a) Modele el sistema como un proceso de nacimiento y muerte.

b) Encuentre el nimero promedio de taxis que estdn esperando por pasajeros en un momento
cualquiera del dia.

¢) Suponga que todos los pasajeros que usan un taxi pagan una tarifa de $4.000. jcudnto dinero por
hora recauda la empresa de taxis en promedio?.

Considere un sistema de espera M/M/1/2 con tasa de llegada A [clientes / hora] y tasa de atencién u
[clientes / hora].

a) Si A= p. jExisten probabilidades estacionarias?. Por qué. En caso de que existan, cudnto valen
y cudl es el nimero esperado de clientes en el sistema (L) y el tiempo promedio de permanencia
de los clientes en el sistema (W).

Suponga que las personas que llegan al sistema pueden clasificarse en dos grupos: clientes Tipo I y
clientes Tipo II. Existe una probabilidad fija p que un cliente que llega sea Tipo 1. Debido a que los
clientes Tipo I son méas importantes que los Tipo II se ha optado por un sistema de atencion que priorice
la atencién de los clientes Tipo I. La forma en que opera este sistema de prioridad es el siguiente: Si
un cliente Tipo I entra al sistema y encuentra al servidor atendiendo un cliente Tipo II entonces se
suspende la atencién del cliente Tipo II y se atiende al cliente Tipo 1. El cliente Tipo II debera esperar
que no hayan clientes Tipo I para retomar su atencién.

Suponga que el sistema mantiene una capacidad de dos clientes, que los tiempos de atencién de los dos
tipos de clientes siguen siendo exponenciales con tasa A = p personas por hora y que un cliente que
entra al sistema (Tipo I o Tipo II) abandona el sistema sélo si ha recibido la atencién del servidor.

b) Muestre que el sistema anterior puede modelarse como una cadena de Markov en tiempo continuo
y calcule las probabilidades estacionarias del sistema.
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¢) Muestre que el nimero promedio de entidades en el sistema (Tipo I o Tipo II ) y el tiempo
promedio de permanencia en el sistema de una entidad promedio para los casos con y sin prioridad
son iguales. ; Por qué?.

d) Cudl debe ser el valor de p para que el tiempo de permanencia en el sistema de una entidad Tipo
I sea igual al 50 % del tiempo de permanencia de una Tipo II.

Una fina joyeria que recibe infrecuentes pero caros pedidos utiliza la siguiente politica de inventario.
Mantiene un stock de seguridad de S y cada vez que recibe un pedido por una unidad (demanda de un
cliente), pone una orden en el taller para producir otra unidad. Los pedidos se distribuyen Poisson de
tasa A y el tiempo que demora la fabricacién de una unidad se distribuye exponencial de media 1/pu.

Ademds existe un costo por tener inventario (costo de oportunidad) de h [$] por unidad por unidad
de tiempo y un costo por no tener unidades disponibles en el momento que un cliente lo requiera (si el
stock cayd a cero) igual a p [$]. Se supone que los clientes que hacen un pedido pero que encuentran
que no hay ninguna unidad inmediatamente disponible, esperan a que lleguen las unidades pedidas al
taller. Es decir, el costo p [$] es un descuento fijo que se le hace al cliente por hacerlo esperar.

Sea z el nivel de inventario en estado estacionario, que es positivo cuando hay unidades en la joyeria
y negativo cuando sélo hay unidades en pedido al taller. Sea p(z) su funcién de probabilidad.

a) Calcule en funcién de z y p(z), el costo esperado de inventario por unidad de tiempo.

b) Calcule en funcién de z y p(z), el costo esperado por unidad de tiempo debido a la espera impuesta
a los clientes.

¢) Entregue una expresion, en funcién de z y p(z), para el costo total esperado por unidad de tiempo

(E(C)).

d) Si determinamos p(z) podriamos determinar E(C') en funcién de S, que es la variable de decision.
Para ello, en primer lugar, muestre la relaciéon entre z y n, en que n es el nimero de érdenes
procesandose en el taller. Por lo tanto, relacione p(z) con py,.

e) Muestre que p, son las probabilidades estacionarias de una cola M/M /oo, si se considera el
proceso de pedidos al taller como una cola. Explicite los procesos de llegada y atencién de este
proceso y calcule las probabilidades estacionarias.

f) Con lo obtenido en las partes anteriores, formule el problema de optimizacién que le permita
encontrar el valor 6ptimo de S.

(*) A una fiesta muy particular asisten M parejas. Cada pareja toma la decisién de ir a la pista de
baile independiente de las demas. El tiempo que pasa hasta que cada pareja se decide a salir a bailar
es una variable aleatoria de distribucién exponencial de pardmetro A(1/min). Por otro lado, el tiempo
que permanece cada pareja bailando es una variable aleatoria de distribucién exponencial de media
1/p(min).

Cuando una pareja deja de bailar inicia un nuevo proceso para decidir si salir a la pista nuevamente
(con la misma distribucién de probabilidades), y asi sucesivamente.

Por ultimo suponga que la capacidad de la pista es suficiente, como para que todas las parejas este
bailando al mismo tiempo, y que la fiesta dura por mucho tiempo.

a) Modele la cantidad de parejas bailando en cualquier instante como una Cadena de Markov en
tiempo Continuo.

b) Justifique la existencia de probabilidades estacionarias y encuentre las expresiones que le permitan
calcularlas.

En lo que sigue considere que las probabilidades estacionarias toman valores conocidos.
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¢) El ndmero promedio de parejas que se encuentran en la pista en un instante cualquiera.

d) La probabilidad de que exista igual ntmero de parejas bailando y sentadas en un instante
cualquiera.

e) La tasa media de ingreso de parejas a la pista.

f) La tasa media de salida de parejas desde la pista de baile.

Una empresa de computacion funciona con turnos, de manera que siempre hay M empleados trabajan-
do, todos los cuales necesitan tomar café durante su jornada laboral, segin tiempos iid exponenciales
de tasa .

Para satisfacer esta demanda por café, la empresa dispone de una pequena cafeteria, con capacidad C,
pero donde pueden tomar café sélo ¢ empleados simultdneamente (¢ < C' < M). El tiempo que demora
un empleado en tomar café es una variable aleatoria con una tasa (i + 1) - © donde i es el ntimero de
personas que estd dentro de la cafeteria esperando poder servirse un café (es decir, los empleados se
“apuran” si hay gente esperando).

a) Modele la situacién como una Cadena de Markov en Tiempo Continuo. Escriba explicitamente
las tasas de transicién, argumente bajo qué condiciones existiran probabilidades estacionarias y
escriba el sistema de ecuaciones que permitiria encontrarlas.

b) En términos de las probabilidades estacionarias, calcule el tiempo esperado que transcurre desde
que a una persona en particular le dan ganas de ir a tomar café hasta que vuelve a su puesto de
trabajo.

Hint: Suponga que los traslados son instantdneos y que si una persona no puede entrar a la
cafeteria vuelve inmediatamente a su oficina.

El jefe de recursos humanos se ha dado cuenta que los empleados que vuelven a su oficina sin haber
podido tomar su café producen menos que aquellos que si satisficieron su necesidad de cafeina. De
manera que cada trabajador feliz produce a una tasa de oy [$] por unidad de tiempo, mientras que
cada trabajador molesto por no haber podido tomar café produce a una tasa menor de «,, [$]. Durante
el tiempo en que los empleados que se encuentran en la cafeteria no producen nada.

Interesa poder determinar la capacidad de la cafeteria, asi como el niimero de empleados que pueden
atenderse simultaneamente, es decir C' y ¢, con el fin de maximizar los ingresos esperados por unidad
de tiempo en el largo plazo. Para esto conteste las siguientes preguntas:

¢) Modele la situacién como una Cadena de Markov en Tiempo Continuo. Escriba explicitamente
las tasas de transicion y argumente bajo qué condiciones existiran probabilidades estacionarias.
Hint: No es necesario que dibuje toda la cadena, puede limitarse a los casos interesantes.

d) Si aumentar C'y ¢ no tiene ningin costo, y o, = 0 ;Cudl es el méximo ingreso esperado por
unidad de tiempo al que puede aspirar la compania?. ;Qué acciones debe realizar para alcanzarlos?.
Explique si es valido su razonamiento si a;, > 0.

e) (Cémo cambia su respuesta a la parte anterior si a,, = 0, pero existe un costo unitario por
aumentar C' igual a K y un costo unitario por aumentar ¢ de k7.

(*) En Estados Unidos existen dos partidos politicos que concentran la gran mayoria de las preferencias
electorales (alrededor del 95%): el partido demdcrata y el republicano. Por lo tanto, supondremos que
la gente sélo vota por alguno de estos dos partidos.

Se sabe que la poblacién electoral norteamericana es bastante flexible y ocasionalmente cambia sus
preferencias electorales, de acuerdo a las circunstancias. Por ello, supondremos que un votante repub-
licano (que vota por ese partido) cambiard su preferencia, pasando a ser un votante demdécrata en
un tiempo aleatorio exponencialmente distribuido de media 1/\. Por su parte, un votante demdcrata
pasara a ser un votante republicano en un tiempo aleatorio exponencialmente distribuido de media
1/p. Suponga que el total de la poblacién electoral de Estados Unidos es de tamano N.
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Modele la dindmica de la poblacién electoral de Estados Unidos (el niimero de votantes deméeratas
en cada instante) como una cadena de Markov en tiempo continuo. Dibuje el diagrama de estados
con las tasas de transicién respectivas.

Calcule las probabilidades estacionarias. ;Cudl es la probabilidad que una eleccién sea ganada por
el partido demécrata en el largo plazo?. Suponga que el nimero total de votantes es V.

Para el caso A = pu, muestre que la distribucién de las probabilidades estacionarias es binomi-
al de pardmetros N, 1/2. Interprete el resultado. Entregue la esperanza del nimero de votantes
democratas en el largo plazo y la probabilidad que una eleccién sea ganada por el partido demécra-
ta.

En el mismo modelo anterior ahora sabemos que una persona nace independiente de todo lo demés,
de acuerdo a un tiempo aleatorio exponencialmente distribuida de media 1/a. De la misma manera
una persona muere de acuerdo a un tiempo exponencialmente distribuido de media 1/b. Si cada
individuo que nace tiene iguales posibilidades de ser republicano o demdcrata, modele la situacién
anterior como una cadena de Markov de tiempo continuo.

Considere una cola M/G/1 cuya disciplina de atencién es LCFS (dltimo que llega, primero en atender-
se). Es decir, clientes llegan segiin un proceso de Poisson de tasa A y la llegada de un cliente interrumpe
al cliente que se estd atendiendo para atenderse. Cuando su servicio termina, el cliente que se estaba
atendiendo y fue interrumpido, retoma su servicio desde donde habia quedado. Los tiempos de atencién
son variables aleatorias X; iid de media E(X). Suponga que A - E(X) < 1.

Encuentre el tiempo medio entre perfodos ocupados (el tiempo transcurrido hasta una nueva
llegada después que el sistema se vacia).

Encuentre la fraccién promedio de tiempo que el sistema estd ocupado.
Encuentre el tiempo medio de duracién de un periodo ocupado (E(B)). Indicacién: use (a) y (b).

Explique por qué un cliente que comienza un periodo ocupado, se queda en el sistema por toda la
duracién de éste. Use lo anterior para encontrar el tiempo medio de permanencia en el sistema,
de un cliente que llega cuando el sistema esté vacio.

[ Existe alguna dependencia estadistica entre el tiempo de permanencia en el sistema de un cliente
y el nimero de clientes dentro del sistema a su llegada?.

Muestre que el tiempo medio de permanencia de un cliente en el sistema es igual a E(B). Indi-
cacién: Utilice sus respuestas de (d) y (e).

Sea C el tiempo medio de permanencia de un cliente en el sistema condicional en que su tiempo
de atencién X es 1. Encuentre (en términos de C) el tiempo medio de permanencia de un cliente
en el sistema, condicional en X = 2. Indicacién: compare un cliente con X = 2 con dos clientes
con X = 1. Extienda para un valor arbitrario de X.

Encuentre la constante C. Indicacién: Use (f) y (g), sin realizar cdlculos tediosos.
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2. Resolucién problemas Nacimiento y Muerte

m7 a

De acuerdo al enunciado, la cadena es la que semuestra en la figura.

[aM-114

(3M-1)4 3N

B+h B+24  p4+3L 0 (N-104 + B Na (M+17h
(M+TI

Figura 1: Cadena problema 7-1

Respecto a la condicién de estacionaridad, estamos frente a una cadena finita, por lo que existiran
probabilidades estacionarias (dado que es irreductible)

Dado que se trata de un proceso de nacimiento y muerte utilizamos las féormulas conocidas.
Entonces, con un poco de desarrollo vemos que:

i—1
MipBEEY) si 0<i<N

e it
: [ g (BHRA) NN
(N—D)l- " 7o ~
Donde .
o = o1 N1 i
N L= (5+’M Mg (BHEN-X7H
dim1 JFZ =N+1 (N=Dlu

En este caso la cadena esla que se muestra en la figura.

LR TEe

Figura 2: Cadena problema 7-2

Las ecuaciones de estado estacionario son las siguientes:

Entonces:

T — 9 19:1
k=0 2

2
Conocidas las probabilidades estacionarias vemos que la fraccion del tiempo que no pueden ingre-
sar el primer tipo de fanaticos es:
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El estado del sistema corresponde a la cantidad de mascotas presentes. Con esto, el modelo de

markov se muestra en la figura.
24 24 24 24 24 A A A
M 2 3y Ry (R (R+2) (G- Cu

Figura 3: Cadena problema 8-1

Mas formalmente, para este modelo, las probabilidades de transiciéon pueden escribirse como:

Gii—1 = i
N A <R
i.it1 2\ i>R
El sistema de ecuaciones:

)\ﬂri = Mi4171 1=0
A\ +ip)m; = 2 m—1+ip i< R
A+ip)m = 2 m—14ip i=R
A\ +ip)m = 2 m—1+ip i >R

Como es un proceso de nacimiento y muerte, podemos aplicar que:

AoAL A
T, =

c -1
AoAL - Ai—
A 0= |1+ Z 20AL " AL
ulu2...un ot MI,LLQ"',LLTL
Luego, las probabilidades estacionarias para este problema vienen dadas por:
@N? ; R+1 i C  oR+1(y)i\
T 1< R+1 2\ 281\
e B donte (143 B 3 2]
n=1

. it 17
Ayl 1>R+1 - UM i—ry2 UM

Calculamos la cantidad promedio de perros en la tienda:

c
L= E iﬂ'i
=0

Luego aplicamos la férmula de little para obtener el tiempo de espera medio:

L conX=2A<zR:m> +A< XC: m)

=0 i=R+1

W =

> =

El problema de optimizacién viene dado por:

c
mdx ;m(z(qu K))
sa R < (C
R e 7%
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A A h A A
M 2u 24 2u 2 24

Figura 4: Cadena problema 10-1

B 10. Primero debemos notar que el sistema en cuestién es una cola del tipo M/M/2 como la que se muestra
en la figura .

a)

Como condicién de estado estacionario debemos imponer que:
A
2.

I

Los resultados para la M/M/2 son conocidos:

m=2-pt-m 1#0

Donde:
1
oo 1+2-327%, pf
1-p
T = —
0 1+p
conp:ﬁ.

Por otro lado, del enunciado sabemos que my = 0,1 Por lo tanto igualando términos obtenemos

que:

1_
STl 1= A~ 164
1+p

Si calculamos el niimero medio de personas en el sistema, tendremos que:

oo
_ __p
L—Zﬂ'k-kﬁ— 1*/)2
k=0
Entonces utilizando Little tendremos que:

L
W=z P
A (1=p)-A
Pero este W es el tiempo promedio en el sistema, entonces tenemos que restarle el tiempo de
atencién. Luego el tiempo promedio de espera sera:

WCola =W - l
I
En este caso la cadena se muestra en la figura.
Claramente aqui no hay que imponer condicién de estado estacionario (dado que la tasa de
atenciéon aumenta indefinidamente a medida que el sistema se llena, mientras que la tasa de
llegada permanece constante).
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) A A A ) h )
M 21 24 4 20020 20-1) 2ip

Figura 5: Cadena problema 10-2

e) Las ecuaciones de estado estacionario (nacimiento y muerte) son las siguientes:

A
m™ = —Ty
1A
T = 5(;)27{'0
AT 1
o= (ﬁ)kllé(k—m i>2

Con:

Mo = XL 1(A © AV TT 1
1+ 2+ 582+ 2206 s 55

Ahora si igualamos la expresién de mp al valor dado (0.1) obtendriamos el valor de A (mismo
procedimiento que en la parte anterior).

B 11. a) En esta parte debemos distinguir las transiciones caso a caso. Lamentablemente tenemos 10 casos:

Caso 1:
hi2
w2l |y
Figura 6: caso 1
Caso 2:

Figura 7: caso 2
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Caso 3:
oo
FY) I TR
10
M
D
Figura 8: caso 3
Caso 4, Vi > 2:
Figura 9: caso 4
Caso 5, Vi > 2:
Figura 10: caso 5
Caso 6, Vi > 1:

Figura 11: caso 6



Caso 7, Vi > 2:

Figura 12: caso 7

Caso 8, Vi > 1:

Figura 13: caso 8

Caso 9,Vi>1 j>2 j—i>2

Figura 14: caso 9

16
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Caso 10,Vi>2 j>1 i—j>2

Figura 15: caso 10

b) Planteando las ecuaciones de conservacién de flujo para cada uno de los casos particulares de la
parte 1, se tiene que el sistema es:

To,0 A = To1-p+Tio-
A
T (A +p) = M0 5 F Moz HH T p
A
To-(A+p) = M0.0" 5 Mt T2 p
moic (At p) = T gt T B
mio - (A+p) = w1 p+ g0 p
T A+20) = M1 A+ i1 A+ Tt - o+ Tig1 0 @
A
Tii—1- (A +20) = M2 A+ w1 3 T i ot Tig1i-1 0 Y
A
Tiig1 - (A +20) = miyi- 3 F M1l A+ M1+l - [
Tig o A+20) = i1y AT gt T p
Tij-(A+201) = Mij1 - A+ Tig1y - 0+ T - p

> miy = 1
i

Para encontrar la condicién de régimen estacionario el caso relevante es cuando las dos colas estan
ocupadas. En este caso las llegadas al sistema son con tasa A y las salidas con tasa 2u (minimo
de las dos cajas), luego la condicién de régimen estacionario es :

A< 2u

¢) La fraccién del tiempo en que la cola 1 esta vacia estd dado por :
> o
i

B 12. ) La cadena que modela el nimero de centrales en reparacién se muestra en la figura (las tasas de
transicién son las especificadas en la figura).
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Na o (N-13A (N-2) 4 (M-I} & 25 A
Sgut $T
H 2 M (A-2jp (M- Ny

Figura 16: Cadena problema 12-1

Para esta cadena basta que las tasas A y u sean mayores que 0 para que exista estado estacionario.?

Dado que este es un proceso de nacimiento y muerte, las probabilidades estacionarias toman la

siguiente formas:
N\ A
Tk = (k)(;)k-ﬂ'o

1
Y (D)

Donde:

o

Reconociendo el binomio de Newton se llega a:
1

=TT AON
(1“1‘;)

b) En promedio las Centrales demoran ﬁ horas en ser reparadas?

¢) El ndmero de fallas por unidad de tiempo sera:

(R) ()"

SRR Nk
(1+ 2N

N N
E(Fallas/hora) = Y m - A+ (N —k) =N-A=>
k=0 k=0

Factorizando por A y reconociendo la forma de la esperanza de una binomial (N
al siguiente resultado:

, ﬁ), se llega

A 1%
E(Fallas/hora) =A-N-(1— ——)=A-N - ——
d) Little dice L = W - \. En la parte b se calculé W. En la parte d se calculé X. Entonces ocupando
nuestros sofisticados conocimientos algebraicos se tiene:

I N-A
At p
e) Pararesponder esta pregunta existen muchas alternativas (intuicién, Teoria de renovacién, suerte,

etc.). En esta pseudo-pauta construiremos una cadena que represente el estado de un Central en
particular. La cadena se muestra en la figura.

Resolviendo el pseudo-sistema de ecuaciones se tiene que:

A

Ttalla = m

Dado que la cadena es finita e irreductible
2Lo dice el enunciado!!
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M

Figura 17: Cadena problema 12-2

En estado estacionario la tasa de salida de clientes tiene que ser igual a la tasa de llegadas puesto
que si esto no ocurriese se estarian acumulando clientes en el sistema o estarian saliendo entidades
inexistentes.

La situacién descrita corresponde a una cola del tipo M/M/2/C. La figura a continuacién describe
la dinamica del sistema en la figura.

A A A A A h
H 24 24 24 24 24

Figura 18: Cadena problema 15-1

Para este sistema las ecuaciones de estado estacionario seran( Usamos las férmulas de procesos
de nacimiento y muerte):

A .
Wi:m'ﬂo VZ#O
Donde:
c
)\’L
—1
To = 1+221711
i=1 K
c
_ A
o= 2 (2_) -
i—o M
_ C+1
I B |
I—p
D
Conp—m.

En esta pregunta nos piden comparar entre una M/M/2 con tasa de atencién p y una M/M/1
con tasa de atencién 2 - u. Los sistemas correspondientes se muestran en la figura 19 y figura.
Las probabilidades estacionarias son las siguientes:
A )
T = 21_—1'[]/1 * o Vi 7é 0
Donde:
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b n M A
| 24 24 21

Figura 19: Cadena problema 15-2

24 24

3
|
=
Il
—_
+
ngt
N4
Ll
=

1=0
1
-1
= 2. — 1
n =,
Entonces:
1l-p
e
“1+4p
A
Conp—Q—M

Calculamos el largo esperado de la cola:

L:ZQi.pl._
i1 L+p

Con un poco de algebra llegamos a que L = 2#
A A h & b
21 U 2u 24 2u 2

Figura 20: Cadena problema 15-3

Se puede demostrar que los resultados para una M/M/1 son:
mo=p-(1—p) Vi

Entonces:

A

21

Si se comparan las soluciones de ambos casos se encuentra que el sistema con un solo empleado
es mejor. La razén?... basta mirar el caso cuando hay un solo cliente.

En este caso p =
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MA (N1 A (N-2)h (M-1) 4 24 A
690 & 988
M 24 M (N-2)p (N1 My

Figura 21: Cadena problema 21

Siguiendo el enunciado modelamos la cantidad de parejas bailando en un instante determinado.
La cadena resultante se muestra en la figura.
En este caso basta con notar que la cadena es finita, por lo tanto tendra ley de probabilidades
estacionarias.
Respecto a las expresiones de las mismas utilizamos las férmulas de los procesos de nacimiento y
muerte. De esta forma tendremos que:

M-(M—1)-(M—=2)..(M—i+1) -\

o= 1230 o

I
~
. :
~
= >

=

o

Donde:
1
™o = M .
Zz‘=1(%)l
o IRy
Entonces: u \
o A I LY 7
= (V)

Donde reconocemos una distribucién binomial de pardmetros (M, ﬁ)
El nimero promedio de parejas bailando simplemente es la esperanza de la binomial, es decir:
A
E[Parejas bailando] = M - ——
A+

Inmediatamente nos damos cuenta que si M es impar la probabilidad es 0. Si M es par, entonces:

M A M 1% M
PlIgual niimero de parejas sentadas que bailando| = ( > 2. k2
| 1= ()t )

La tasa media de entrada de parejas a la pista sera:

M
Tasary = Zm-(M—i))\
=0
M
M A B\ )
— A i (B M=o
S (V) Gl =
— MA—Mr. D
A A
= M)

A+ A
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f) La tasa media de salida de parejas de la pista serd:

M
Tasaiy = Em~i~u
i=0

- f(?)(ﬁ)i-(ﬁw-i-i-u

=0

= Mﬂ(m)

Claramente la tasa media de entrada a la pista es igual a la tasa media de salida de la pista. Si
no, no existiria estado estacionario.

B 23. ) Los estados del sistema quedan definidos como:
() : Ntimero de demdcratas en el sistema.
De esta forma la cadena es la que se muestra en la figura.

Na o (N-13h (N-2) A 24 A
9% & 6¥t
H 2 (M-2)p  (N-T)u Ny

Figura 22: Cadena problema 23-1

(-1 &

Para un estado en particular donde existen i demdcratas se tendra que la transicion entre el estado
iy el i+ 1 ocurre cuando alguno de los N — i republicanos decide cambiarse de bando, lo que
ocurre con tasa (N — i) - A. De la misma forma la transicién entre el estado i y el ¢ — 1 ocurre
cuando alguno de los ¢ demdécratas decide cambiarse de bando, lo que ocurre con tasa ¢ - u. Esto
se muestra en la figura.

i (i+1)H

Figura 23: Cadena problema 23-2

Dado que el proceso anterior es de nacimiento y muerte se pueden aplicar las férmulas para las
probabilidades estacionarias.

o T Ak .
ﬂz*]];‘[l( /J/k) 0
N (N=1)-(N=2)e- (N —i)- X
- o

= P = — - -
8 (-1 (i—2)0 214
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donde 7y = se encuentra ocupando el binomio de Newton y que la suma de las probabili-

1
A

A+2)N

dades estacionarias es 1.

De esta manera, la probabilidad de que los demdécratas ganen las elecciones sera igual a encontrarse
en algin estado con més demodcratas que republicanos, es decir:

N N
E m 6 E o
=511 =N

En caso de que N sea par o impar respectivamente. Notar que en el caso par si el ntimero de
votantes demdcratas es % la eleccion se empata.

N
si)\:uém:(%)

k, \N—k
De esta manera m, = (2{) (%) (%) ~ B(N, %)

En el largo plazo, dado que una persona se cambia de partido con probabilidad % tener, por
ejemplo, 20 personas de N votando por el partido demdcrata es equivalente a tirar N veces una
moneda y contar 20 sellos.

Por esto la probabilidad de ganar sera % en el caso de N impar, mientras que si N es par como
existe alguna probabilidad de empatar debemos pensar en

2 - P(ganar) + P(empatar) =1

donde la probabilidad de empatar viene dada por:

P(empatar) = (%) (%)N

Cuando permitimos que el niimero de personas cambie via nacimientos y muertes la cadena de la
parte anterior ya no sirve puesto que es necesario saber no sélo el nimero de demécratas sino la
cantidad total de votantes.

Una manera de modelar esta situacién es utilizando una cadena de Markov continua con pares
ordenados en cada nodo, que representen el nimero de demécratas y el nimero de republicanos
respectivamente (D, R).

De esta manera, la poblacién total serd N = D 4+ R y las transiciones seran las que se muestran
en el grafo de la figura. En estos casos la probabilidad de que los demdcratas ganen una eleccién
en el largo plazo serd igual a:

Z T(i,9)

i>j
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Figura 24: Cadena problema 23-3
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