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CINEMATICAI

PROBLEMA 1: En la figura se muestra un candn de longitud L con su extremo posterior
P en contacto con el suelo horizontal; el dngulo entre el candén y la horizontal es 8. Una
bala es disparada e impacta el suelo a una distancia AL del punto P. El lanzamiento
ocurre en presencia de la gravedad terrestre g. e Determine la rapidez con que sale la
bala del cafién. Analice su resultado en el caso A ~ cos# e interprete concisamente.

L - - -

Solucion

¢

Lcosd y=0.x=A L

& Uomsiderar origen de eoordenadas en P, La bala sale con rapide: v, desconocida y Angulo @ con
respecto & la horizontal:

x = Leosf 4+ v, cos Bt — o = cos B L + vat) (1]

i ) 1. : 1 .
y = Lain® 4+ v,sin 8t — 2!3# — v =sin@ L 4 v.t) — 2_l:is (2]

s Bala lloga al suelo [y =0, ¢ = AL em & — £°

AL = cos@(L 4 v.t") (3]
]

1
sin 8L 4 v t*) — E_.;r"‘ (4)

w Usar (L 4 vt ) de Ec. (3] en (4) ¥ se obtiens:

1 [2AL tan 8
ALtan@ = _gt**  — o= \f ]
2 |
& Sustituir este valor de £* en Ee. (3) para la rapidez v obtenemos
i AL } ! gL A
Uy = =L -5 Ve = 4] Jl - 1} [6]
i {4—,@38 V2rtan® | cost ’

& Del resulindo anterior, A ~ cos @ implica 9. ~ 0. Esto es csperable pues A ~ cos# significa
que la bala cae verticalmente desde la boca del candn. Pars que ello ocurra @, =~ 0



CINEMATICAII

PROBLEMA 2: Un pescador navega en aguas quietas en trayecto recto hacia una isla.
La rapidez con que se acerca el bote a la isla es V. En cierto instante la mascota del
pescador (un loro) vuela hacia la isla y retorna al bote. Durante el vuelo el loro mantiene
una rapidez constante u y su viaje total tiene una duracidn T. e Determine la distancia
del pescador a la isla cuando el loro retorna al bote. Examine e interprete su resultado
para los casos limites V ~ 0, y V ~ u.

LORO ™ ™ ISLA

od - N

Solucion

® Este problema admite soluciones griaficas o analiticas. Soluciones analiticas existen muchas; el
resultado debe ser el mismo que en la solucion griafica. Cualquiera sea el cazgo la puntuacion esta
definida en el recuadro de abajo.

o SOLUCION GRAFICA: el grifico de abajo ilustra el movimiento del bote (pendiente V') v del
loro (pentiente w de ida vy —u de regreso).
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e Una manera simple de identificar la distancia isla-bole es extendiendo en forma recta la linea
de ida del loro hasta £ = T (linea segmentada). En la figura se muestra el segmento de longitud
d = (u — V)T, que corresponde al doble de la distancia isla-bote al momento del regreso. Por lo
tando la distancia Az entre el bote y la isla es

1
Ax = Efu. — V)T

® 5i ¥V ~ 0 el resultado implica Ag ~ uT/2 (esperable). En efecto, si el bote estd detenido el
viaje de ida dura T/2. 5i el lore viaja von velocidad u hacia la isla y el viaje (ida) dura 7/2
entoneces de distancia = velocidad X tempol —+ Az = uT /2.

® 5i V ~ w entonces el resultado obtenido implica Az = 0. Esto es esperable pues si el loro vuela
a igunal rapidez que el bote entonces andan siempre juntos: Az = 0 para ioto €.



CINEMATICA 111

PROBLEMA 3: Una cigarra se mantiene atada por un hilo a un poste fijo de seccién R
transversal triangular equilitera. La cigarra mantiene tenso el hilo mientras vuela con

rapidez constante », con su trayectoria en el plano de la figura. Inadvertidamente la 3b
cigarra enrolla el hilo en torno al poste hasta estrellarse contra éste. La longitud de cada  gzzzz !
lado del poste es b y la del hilo es 3b. Inicialmente el hilo estd paralelo al lado opuesto

al vértice Q (donde se ata). e Grafique ciudadosamente a escala el médulo del vector \
aceleracién |@| en funcidén del tiempo, rotulando las magnitudes relevantes.

Solucion

e [dentificamos tres casos, todos de movimiento circunferencial uniforme pero de distintos radios.
En cada caso la aceleracidn es sdlo centripeta de valor v2/ R:

Jaso a.- Desplazamiento total de A8y = /3, radio By = 3b, velocidad angular wy = v,/ R, =
v, /3b. El lapso v aceleraciton del ler intervalo:

Afy wh ) vg 1 v:
Lapso: Aty = = (—) ; aceleracidn: a = 2 = e

wy Vg R, b

Jaso b.- Desplazamienio total de Afy = 27 /3, radio Rz = 2b, velocidad angular wa = v,/ Ry =
vo,/2b. El lapso y aceleracion del 2do intervalo:

Afz  (2m/3) 4 /mb v 1w
Lapso: Aty = e e (—) H aceleracidn: g = —=—| -

wa (ve/2b) T Ra 201

Jaso c.- Desplazamiento total de Afy = 2w /3, radio Rz = b, velocidad angular ws = v,/Hs =

5 /b. El lapso y aceleracién del Jer intervalo:

Al 2m/3) 2 (wb v3 v)
Lapso: Aty = — = @r/3) == (—) aceleracidn: ay = — = |-=2

g (vm;b] 3 \wg R3 b

® La aceleracion es constante por intervalos. El tiempo total de vuelo de la cigarra es: (144/3 +
2/3)yrb/v,=3(wb/v,). Todo lo anterior se resume en el siguiente grifico:
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CINEMATICA 111

PROBLEMA 1: En la figura se ilustra una sala rectangular de longitud

b y ancho Ab. Desde la esquina P serd arrastrada en forma rectilinea una P-T,i-q
zanahoria con rapidez constante u para desaparecer por la esquina ). Desde 7

el rincén E correri en forma recta una liebre con rapidez constante v para . ' b
alcanzar la zanahoria (v > u). La liebre se propone atrapar la zanahoria a /

punto de desaparecer por (.

Wb
o [4Pt] Determine el lapso T que debe esperar la liebre para comenzar su carrera a contar del instante
en que la zanahoria emerge por P.
¢ [2PPt] Determine el ancho minimo de la sala Ab que permite que la liebre atrape la zanahoria antes de
desaparecer por la esquina ).

Solucion

e Sea t el lapso que tarda la liebre en llegar a la esquina €). Entonces, de acuerdo al tridngulo
dibujado se tiene

()2 =124+ A2 = vt=Db/14 A2

e Considerando el cateto superior...
uT + ut = Ab

e Combinando ambos resultados v despejando T...

T=E—E\f1+}t2

U v

o Para que la liebre alcance la zanahoria se exige que T' > 0. Entonces

Ab vh 1 1 1
—:.'_?—\,.‘1—{—)&2 —+ Az(—z——n)z—n
u v w

w v

con lo cual




CINEMATICA IV

PROBLEMA 2: En la figura se muestra una moneda reshalando por una super-
ficie horizontal la cual tiene una zanja de paredes lisas de ancho a y profundidad
b. La rapidez de la moneda es tal que al rebotar eldsticamente con la pared
frontal P caeria justo en la esquina Z indicada. Sin embargo el rebote en I es
ineldstico, caracterizado por un 'coeficiente de restitucion’ r explicado mas abajo febotedasln
(r<1). 3

e [3pt] Determine la posicion ¥ velocidad de la moneda al alcanzar la pared P.
e [2pt] Determine la distancia e con respecto a la esquina Z donde cae la moneda. ZE
e [1Pt] Examine e interprete su resultado para el caso extremo r ~ 1.

]

REBOTES: tanto los rebotes eldsticos como ineldsticos conservan la componente tangencial de la ve-
locidad (v)). La diferencia entre ambos casos ocurre en relacién a la componente perpendicular (v, ) de
las velocidades antes (¥;,) ¥ despies () del rebote. En un rebote ineldstico la componente perpen-
dicular de la velocidad emergente es r veces la de la incidente (ver figura).

L]
LN f':' v
A5
ﬁ:ﬂf
NN
REBOTE ELASTICO (r=1) REBOTE NO ELASTICO (1)

Solucion

FA

# Para determinar velocidad u de la moneda en el plano antes de saltar e imponer que llega a &
results 1til estudiar el problema equivalente mostrado en la figura (2A). Tomar origen en Z para
movimiento parabdlico e imponer que cuando y = 0 se cumple & = 2a:

1 1 (26

p o 142 L h_ Lgg? I

y=~bh Egt —+ 0=b 295 = \I,g
fab [2g
g=ut — a=wuy— =+ 'r.|=ull—g
Ve Ve

# Hemos encontradoe la velocidad de salto de la moneda. Determinamaos lugar de impacto y velocidad
al llegar a la pared (& = a). Tiempo &g en llegar a la pared:

a
e=ut — asuty, = i=-—
u

& Coordenada i en ese instante b

1 1 ga? ga® 3
y=bo gt =y =bo oot 2wt ~ 7 3(2a2g;0) ve =30
# Velocidades en £y
. [
wy — w3 vy = —gtp = wy,=-——

il



s Analizamos la caida en el segundo trecho con la posicidn y velocidad inicial encontradaz, El
crondmetro g2 ajusta £ — 0 en el instante del rebote. Determinamos el instante £, de Negada al
snelo:

ab by 1 4 abh by 1 4 1 ., by b
== gt 0=y, -2 = =0
v 4 u 29 4 u Eyt" - ﬂgt'+u' 4
Resalvemns
A e U
.=
7

Sustituyendo resultado u = a+/2g /B, considerando la solucidn positiva (llegada despues de t=0)

¥ simplificando...
o BT
Ve Vz

# [ara la coordenada ® en t,, partiendo de 2 = g hacia Z con rapides ru;

.
rp=a—rut — e=a—rul, — E=u—rg.|'f"2_E( i_b_wlgj

Por lo tanto
e=g(l-—r)

® 5ir ~ 1 entonees & ~ 0, lo que indica que s el rebote es elistion, la moneda cae justo en 2,
oo erd e esperar!



CINEMATICA YV

PROBLEMA 1: En un lago de aguas quietas una balsa se aproxima al muelle con velocidad constante de
magnitud u. Desde la proa P de la balsa dos nadadores de igual marca salen en direccién al muelle para
retornar inmediatamente. Los nadadores parten con una diferencia de tiempo igual a 7 y la rapidez de

amhbos nadadores es v (v > u).

A) [6Pt] Represente griaficamente lo descrito en un grifico posicidn/tiempo y determine el lapso transcurrido
entre la llegada de cada nadador al regresar a la balsa.
B) [1Pt] Analice e interprete su resultado para el caso u = 0.

,_\‘_:\’“'\
] L P v Muelle
™ e T
Solucion
ler nadador
e Representacion prifica del movimiento. Zcle maddador ‘“1"‘”'
Muelle a distancia D de la balsa desde el D ” L
instante en que salta el primer nadador. /
4+—— Balsa
e De acuerdo al grafico denotamos: g u
L 4: Lapso ida~vuelta primer nadador. E T :Lapso de salida nadadores.
tp: Lapso ida-vuelta segundo nadador. A T': Lapso nadadares de vuelta.
7: Lapso de partida entre dos nadadores. / b = Vi
T Lapso de legada entre dos nadadores. T
Entonces, del grafico: 0 / =
T Tlempa
ta+T=1+1tp. (=D
Dr o~ t-Div
o Necesitamos entonces caleular el lapso de ida- D = Hustle
virelta de un nadador cuando parte desde clerta v(t.-D/v)
distancia I del muelle,
3 /’*
e Del grifico se obtiene E L e
ir
D= uty + vt —E}:}t _ 2D t
=ulyg + v(ta " A_u—l—v 0 A Tlemipo
rA

e Para calcular g cambiamos distancia inicial al muelle: I — ¥ — wr, con lo cual

2(D — ut)
lg=———
w4+ v
e Entonces,
2(D — ur)
ta+T=74+tp = +T =74
w4+ v w4+ v

v —u

= T
o+ u

e Enelcaso u =0 = T = 7, que es de esperar pues si la balsa estd inmdvil los lapsos de partida

deben ser los mismos que de llegada.



CINEMATICA VI

En la figura se muestra un robot sobre un puente AB de longitud L. El
robot avista a un tren acercindose al puente con rapidez u; en ese momento
el robot se encuentra a una distancia L/3 del extremo A del puente. El robot
considera evitar al tren saliendo por A 6 por B, ¥y concluye que en ambos casos
es alcanzado por el tren al momento de salir del puente. Determine la rapidez
del robot.

Solucion

e
—_— i —
A & B

L D o }"'g

® Sea v la rapides del robot;
# segun definicidn de gjes — velocidad de robot hacia A es —u;
# las coordenadas tren ¥ robot hacia A, con I? la distaneia inicial poente-tren:

rr = ut (1)

1
TR = D+§L_Et (2]

Encuentro en A (x4 = ), en instante £4:

D = uilys ()
1
D = D+EL—D:¢‘.‘ (4]
Deshacerse de ¢4 —
1L=tp (5]

Encuentro en B (zp = D 4 L) en instante tg; velocidad de robot=-

D4+ L = uig (6}
L
D4+ L = D+EL+U£5 (T

Deshacerse de g —

L]
b=
Il

3(D + L) (8)

Combinando Ees. (5) ¥ (8) =

(9)

o
I
e
B




CINEMATICA VI

En presencia de la gravedad terrestre una “pelota saltarina”™ entra con rapidez
V. por el techo de un pasillo de altura h. El Angulo de entrada de la pelota con
respecto a la vertical es 3 y tanto el techo como el piso del pasillo son lisos y
horizontales. La pelota rebota eldstica e indefinidamente entre el piso ¥ techo.

A) [4Pts] Calcule el periodo T, entre dos impactos consecutivos con el piso.

B) [2Pts] En ausencia de gravedad, calcule el periodo T, entre dos impactos

consecutivos con el piso ¥y verifique que éste es un caso particular de su
respuesta en A.

NOTA: en un rebote eldstico las rapide-
ces incidentes y emergentes son iguales
(vi = vy) y las proyecciones de las ve-
locidades a lo largo de la superficie de AE G NEANEANE AN
impacto son conservadas (@; - £ = ¥y - f). :

Solucion

|ParL::= .|‘-'l|

® Simetrian = tag = tpo = top =--
s Por lo tanto T, = 2t 4 5.
# Calculamos &4z descripeidn movimiento vertical con y = 0 en ¢l piso:

1
y=h— v, cos @3t — EHF (1)



* Saltarina en el suelo — y =0 —

1
0=h— v, cos Ftap — Eg#iﬂ- {11)

# S¢ resuclve ecuacidon cuadrdtica para £ag :

v cos [J £+ ,_,’ug cos® @ 4+ 4hig
-4

# Consideramos solucién £ag > 0 (caso vy cos @ — /5 ) pues pasada por B es posterior

a pasada por A, Factorizando por v, eos § ¥y usando Ty, = 2tag ...

T, = —2““:'}*”’3 (]”h TR LA 1) (13]

v¥ cos® 4

tap = {12)

# Cuando g = 0 el movimiento es rectilines; v, = —wv, cos 5.
» El lapso tag ¢a en este caso h v, cos d.
#* El perfodo T, = 2t 45 da:

T, = —2% (14)

i e

& Verificamos que (13) coineide con Ty cuando g — O

1
N h = =
TI:i' = w [[1 - 'l_rzingﬂJ - 1] (15)
2o, cos 3 1 2gh .
q ((d+5v§em?.ﬁ)_ ’I) £

Ty (17)

ogcosd (1 2gh )_ 2h
q 2vieos? @) wvieosd



CINEMATICA VII

En ausencia de gravedad y sobre una superficie pulida, un tubo de longitud
L rota en torno a su eje P con velocidad angular constante w. Dentro del tubo
una “hormiguita ciega™ camina hacia el extremo abierto E del tubo con rapidez
constante v, relativa al tubo y partiendo desde P. Sin darse cuenta, la “hormi-
guita ciega” sale disparada del tubo. Determine la posicién de la hormiguita en
funcidén del tiempo desde el momento en que parte desde P.

______________________E}_____. oo

Solucion

P! X

» Antes de salir del tubo la posicién radial estd data por v{t) = v.t;
# lag coordenadas (=, y):

r = vutcos{wi) (18)
¥ = wvgtsinfwt) (1%9)

» Desde que la hormiga (H) sale del tubo por E en el instante g — movimiento
rectilineo que pasa por Feuidgs = 75 con velocidad e, = Fs:

Flt) = Fg + Tglt — tg) (0]
L

# El instante de salida: tg =
# El dngulo & al salir: 85 = wig = '-'lf['-



& Coordenadas de salida:

T5
s

Leos{wL fu,) i21)
Lsin(wL fv,) (22

# La velocidad de salida (eon respecto a la superficie):

Thormiga/superficde = Thormiga/E + VE fouper ficte (23)
fs = tof 4wkl (24)

* Proyectando segin ejes @ ¢ ¥ (notar orientacidn de vectores unitarios # ¥ i en la
figura):

ty = wvyeosflg —wlsinfg (25)
vy = wvySinfg 4 wlcosfly (26)
» con lo anterior Ec (20) =
r = Leosfsg 4 (vacosfs —whlsinfg)(t — i) (27)
= Lsinfs + (v.8infs + wLcos @)t — E5) (28)

o donde 5 = wkfv, ¥y tg = Lfv,.



CINEMATICA VIII

PROBLEMA 1 Una linterna asciende verticalmente con rapidez constante w iluminando en
forma cénica un drea circular sobre el piso. Mientras ello ocurre un ratén se aleja de su
casa con rapidez constante v, en trayectoria rectilinea que atraviesa diametralmente el area
iluminada. Inicialmente el ratdon se encuentra en la puerta de su casa y la linterna sobre el piso
a una distancia I del ratén. El cono de iluminacion de la linterna esta caracterizado por un
angulo directriz ¢.

Calcule el lapso T que el ratén permanece iluminado. Examine e interprete concisa-
mente su resultado en el caso limite T muy pequeno y T muy grande.

Linferna

Don Raton ' n

PR
D

Solucién
J‘ u :
s “,‘ H
A ) (b)
1. - —
X R i v
' X4 '
.\B
® Sca v la rapidez de expansién del drea iluminada: v = g—‘:. De figura (b) y considerando
u = dy/8t:
ds dy
s=ytang = 5t) = \Gt tan¢g = v =utang (1)

® La coordenada del raton (R) con respecto a su casa: p = vol

e Las coordenadas de sus bordes (A y B) con respecto a casa de R...
& D — vt (2)
xp = D+ vt (3)

e Raton se topa con A entyg — xgr(t) = za(t) = vot = D — vt =

t =ty = ——
4 Vo + v



e Se calcula T
2Dwv 2Dwu tan ¢
T=tp—ta=3— 5 —T=g"53 32 (4)
v v v2 — u? tan® ¢

e Cuando T es pequefic = 2Dutan ¢ ~ 0 = a) ¢p ~ 0, o sea iluminacién recta hacia abajo; b)
u ~ 0, 0 sea linterna subiendo lentamente; ¢) D ~ 0, 6 sea una linterna muy cerca de la casa de
R.
e Cuando T es muy grande ello ocurre cuando el denominador es muy cercano a cero: v ~ u tan ¢
que indica que el ratén alcanza penosamente el borde B.



CINEMATICA IX

PROBLEMA 2 Cada lapsos 7 (2,14 afios) la distancia entre tierra y marte es minima. Suponiendo
drbitas curcunferenciales, uniformes y coplanares, determine el periodo de dérbita de marte en
el sistema solar. Examine su resultado para el caso 7 muuuy grande e interprete concisamente.

Solucion

= 0 el instante de mayor cercania entre marte y tierra. Sea wr = 2w /T la velocidad

® Sea t
angular de tierra con respecto al sistema solar =—»

9 —(h)t
r= 7%

® Sea wyr = 2w/ Thy la velocidad angular de marte con respecto al sistema solar =
2w
Ons = (_) t.
A Tar

o El instante de mayor cercania (7) ocurrird cuando nuevamente marte-tierra-sol estén alineados

:‘BT[I‘.) =3Mu]+21r =
(211-) (Eﬂ) P T T +1 T T (5)
—lr={—]7 = — = = =——— b
T Tt " T~ Ty SR ]
e Sustituimos T'=1 afio ¥y 7=2.14 afip —
2.14 2.14 2.14 + 0.14 - 0.14 0.14
= =1- ~ 1.9 afios
1.14 1.14

Tar = =
MTo1a -1 1.14
® En caso de que 7 3 T = 7/T 3 1 y la relacidn para Tar (Ec. 5)

T T
MEHTe T

por lo tanto Ty ~ T, indicando que la velocidad de drbita de marte es muy similar a la de tierra

(tiene sentido!).



CINEMATICA X

PROBLEMA 3 Un disco de radio R dispuesto horizontalmente gira con velocidad angular
constante w en torno a un eje vertical que pasa por su centro. A una distancia AR del eje
(0<X <1) una pulga brinca con una rapidez v, relativa a su posicidn de salto y perpendicular

ésta.
Determine el miximo A que garantice que la pulga cae sobre el disco después de su salto.

Examine su resultado en el caso limite wwv, 3> g e interprete concisamente.

Solucion

vista de la mayectoria

L I
- -
-~ .

,

vista desde arriba

velocidad inicial ofr snels

¢ Al brincar la pulga (desde AR del centro) su trayectoria vista desde arriba es recta; la condicidn
‘llegar al borde’ implica para el alcance horizontal D

R:=(AR)}*+D? —+ D=RVv1-2A2 (6)

® La velocidad de salida de 1a pulga con respecto al suelo:

apuiga,fsue!u == gpuiguﬂugurdeau!tu + ﬁiugurdesaita;’me!o [?J
Vop® + oyl = Vol + w(AR)E (8)

e Separando por componentes:
Vop = wAR Yoy = Yo

® Las coordenadas de la pulga una vez en vuelo:

=04 vozt — r = wAlt (9)

1 o 1 .
y=ﬂ+ﬂny5—59‘t — y=1=nt—§gt (10)



® Instante de llegada de pulga al suelo... y(t) = 0 —

Vo

1
u=uut—Egt’ = t—=t, = (11)

# Puesto que en ¢, la distancia recorrida segiin x es D —
D = =(ts)
® Sustituyendo expresién para D (Ec. 6) v 2(t = ¢5) con ¢, dado por Ee. 11,

RvV1 — A2 = wAR (2&) = A?
g

1
T 14 4(wvo/g)?
® Cuando wv, 3 g se encuentra que A ~ 0. Vale decir, el brinco de la pulga debe ocurrir muy

cerca del eje del disco. La condicion wwv, 3 g se da enando: i.- rapidez de salto muy grande
(vo > g/w); ii.- velocidad de rotacién del disco muy grande (w >3 g/vo).



DINAMICA I

@ Sobre una superficie horizontal rugosa posa un blogque. Los coeficientes de roce mutuos
estdtico y cinético son p. y p. respectivamente (p. < pe). El bloque se une a un balde
mediante una cuerda ideal la cual descansa sin roce en la polea P. Muy cuidadosa y
lentamente se agregan gotas de agua al balde hasta el instante en que éste comienza a
resbalar arrastrando al blogque.
e Determine la rapidez del balde cuando éste ha bajado una distancia H.

@ P

hH. )

o

B

Solucion

T (T)

a’ (a)

p
h
/
h
i
\
‘\
-

:><>J_. ;
PR T
,_]
8

Al Ty

e Analizamos BLOQUE A de masa m (por determinar}; interacciones: gravedad (), contacto
con roce (N + _f) y cordel (T). Ecuacién vectorial del movimiento y proyecciones segiin x,y:

vectorial ﬁ+ﬁ+f+’f = ma
segun y —-mg+N+040 = 0 —+ N =mg (1)
segin x 0+0—-f+T = ma—T—f=ma (2)

e Analizamos ¢l BALDE B de masa M (por determinar); interacciones: gravedad (W) y cordel
(T"). Ecuacién vectorial del movimiento y proyeccién segin z:

vectorial W+ T = Ma
segin z +Mg—-T = Ma —+ Mg —T = Ma (3)

e A PUNTO DE RESBALAR @ = 0y f = peN. Las Ees. (1-3) se escriben T = f = p.N =
pemg, y T = Mg. Por lo tanto:

M = pemn — m
e RESBALANDO: en este caso f = pemg. Sumamos ecuaciones (2) y (3) y tenemos
Mg — pomg =ma + Ma = (M/m — pc)g = (1 + M/m)a
e Reemplazando valor de M/m obtenemos:

_pe_l—"cg
1+ pe

e El balde baja con la aceleracién a; para encontrar su rapidez al cabo de recorrer una distancia
H usamos: v> — 0% = 2aH. Entonces:

vzzg(ﬂ)gg
1+ pe




DINAMICA 11

PROBLEMA 2: Los bloques A v B de la fizura, de masas m v M respectivamente, son unidos
mediante una cuerda ideal y posan sobre plancs rugosos inclinados unidos en €. Los dngulos de
inclinacién de cada tramo con respecto a la horizontal son o y 3 respectivamente. La euerda se apoya
sin roce en € y se mantiene paralela a cada plano. El coeficiente de roce cinético (dindmico) blogue-
superficie es el mismo para ambos blogues. Los bloques son soltados con el cordel estirado y comienzan
a resbalar inmediatamente. Al cabo de un lapso 7 se han desplazado una distancia D como se indica.
A) [6Pt] Determine el coeficiente de roce entre los bloques y la superficie.

B) [1Pt] Examine e interprete su resultado para el caso { m =0, D = 0) }.

Solucion

# La cuerda mantiens nna tension tnica de magnitud T, Poesto que ambos blogues reshalan se
satisface la relacidn fea de roce/normal: *f = pN". Ademdis, las aceleraciones de ambos hlogues
SO0 iHuﬂh’:‘{ 1] maﬁnitn:l; la denotarernos a.

e Sobre el cuerpo A actiian la cuerda (Tq). el peso (10, = mg) v el contacto [ﬂn = f,a, + Iﬁ‘.a,]
La ecnacidn del movimiento v proyveccidn segin los ejes 2 e § indicados:

Ta+mi+ fa+ Ny = mia (%)
T —mgsing — pNa+0 = ma segiin £ (4)
0—mgecosa+0+Nag = 0 segin 4 (5]

® Sobre el cuerpo B actian la cuerda {'f"'ﬂ]: &l peso {@ﬂ = M) y el contacto {ﬁg = fﬂ - ﬁﬂ]
La ecpacidn del movimiento v proyecciin segin los ejes £ v 1 indicados:

Tp+ Mg+ fa+ N = Migp (6)
=T+ Mgsind — pNg+0 = Ma  segin 2 (7]
0—-—Mgecs34+0+Ng = 0 pegiin (%)

® e Ecs. by 8 obtenemos

Ny = mgeosa Ng = Mgeosd

& Sumando las Ecs. 4 v 7. y sustituyendo resultado para las normales:
—mgsing — pmgeosa + Mgsingd — pMgeosd = (m + M)a

® Despejamos e

_ Mgsin 3 — mgsina — (m+ M)a
H mygcos o + Mg cos @
# 5i los blogues recorren 12 en un lapso 7 con aceleracion a, entonees D = (1/2)ar? =

Msind — msina — (m + M’}:—ﬂ

F_
e cog o + M cog 8

* En el caso extrema m = 0y [P ~ 0 s tiene g —+ :::;:2 = tan A, un resultado conocide para

el caso de un bloque 3 punto de resbalar sobre un planc inclinado, o reshalando casi sin acelerar.




DINAMICA 111

PROBLEMA 3: En presencia de la gravedad terrestre g, una bolita de
masa m es sostenida mediante un resorte de constante eldstica k y longitud
natural L. El conjunto se dispone dentro de un tubo de paredes lisas incli-

nado en un dngulo § con respecto a la vertical. El tubo se hace girar con
velocidad angular constante w y la bolita mantiene una trayectoria circun-
ferencial. El extremo superior @ del resorte se ubica en el eje de rotacion.
A) [6Pt] Determine la elongacidn 4 del resorte.

B) [1Pt] En base a su resultado, examine y discuta la posibilidad de que
4=

Solucion

# Las fuerzas actuando sobre la holita sostenida por el resorte son el peso (0 = mg). la fuerza del
resarte [F‘-'m de magnitud kd), ¥ el contacto sin roce (N). El movimiento del ohjeto es circunfer-
encial uniforme v por lo tanto su aceleracion es del tipo w? % radio. La ecuacidn del movimiento ¥
proyecciones correspondientes segun los vectoners unitarios £ y 2 indicados:

Mij+ F.+ N = md (o)
0—kbsind 4+ Neos 3 — sty segiin (1)
—img + ké cos @ + N sin @ 0 segin £ (11)

o Despejar NV de Ec. 11 v sustituir en Ec. 10 usar resultado geométrico v = (L + §)sing y
despejar §. Se obtiene:

migcos g + w?Lsin® )
k — muw? sin® g

&=

# 5i se examing el caso § = 0 se obsarva que 88 necesario que
geosd 4w Lain? g =0

Sean b = gfw?L vy £ = cos [, entonees la ecuacidn anterior se reduce &

2y 4 _bxvbTFd _ b | E*
zf—bez—-1=10 — T_—E —2:|:1|I||l+(2)

& La solucion con signo “+ implica cos8 @ > 1 la cual es inaceptable; sdlo queda la solueidn con

gigno - eog @ = (B/2) — 1+ (B/2)%, la cual, bajo valores adecuados de 9/w® L llevan a

soluciones @ = ;rrj."B. oo se ilustra en la figura.




DINAMICA IV

Una tortuga veloz de masa M se tracciona arrastrando consigo una carga de
masa m mediante una cuerda ideal. La tortuga mantiene una aceleracion horizontal
constante, y la porcién colgante de cuerda forma un dngulo @ con la vertical.

A)[3P] Determine la tensién de la cuerda.

B)[2P] Si el coeficiente de roce (estdtico y cinético) entre la tortuga y el piso es p,
determine el 4ngulo 8 maximo.

C)[1P] Analice e interprete su resultado en la parte (a) para el caso 8—m/2.

ACELERACION
_—

Solucion

- |

(m+M)g

-
e Las fuerzas que actian sobre la carga: tension T y peso mg. La aceleracién @ es horizontal.
® Fcuacion de movimiento y proyecciones segin & e §:

T+mig = ma = (1)
Tsinf = ma (segin &) (2)
Tcos® —mg = 0 (segin %) (3)
® De la ecuacion (3) se obtiene
__™g
" cos@
e Podemos despejar la aceleracion:
a=gtan@ (4)

® Para la parte B consideramos "tortuga@carga® como UN cuerpo. Las interacciones desde el
exterior son: peso (m + M)g, contacto con el piso (normal N y roce f).
e La ecuacion del movimiento (del cuerpo de masa M+m) y sus proyecciones segin & e g:

(m+MF+N+f = (m+Ma = (5)
040+ f (m + M)a (segun &) (6)
—(m+M)g+ N+0 0 (segin &) (7)

e Traccién a punto de resbalar (6 resbalando)=f = uN = _; combinando con resultado

para la aceleracién | @ = g tan ) | se obtiene:

gtan® = pug = tanbpe. = p,

que determina el dngulo méiximo @az.

eEnelcaso = w/2sevequeT = CL;% — oo. O sea, si la cuerda queda horizontal la tension es
infinitamente grande. Ello ocurre si la tortuga pudiese acelerar infinitamente (necesitaria zapatillas
de atletismo!).




DINAMICA V

En la figura se muestra un cubo de masa m posando sobre una cuna; esta altima
yace sobre una superficie horizontal pulida. El cubo es atado mediante una cuerda
ideal a una estructura fija en P. La cuerda es tensada mediante una carga colgante
de masa M. Todos los contactos ocurren sin friccidn. La configuracidn es tal que
la_cuna no se mueve,

A)[2P] Construya los diagramas de cuerpo libre para el blogue, la cunia y la carga.
B)[2P] Calcule el dngulo @ de la cufia para que ésta s¢ mantenga en reposo.
C)[2P] Caleule la aceleracidn del cubo e interprete su resultado.

Al

P

a? M

Solucion

L)
Mg .l

e Sobre el cubo actian tension de la cuerda f’} (de magnitud T'), €l peso del cubo mg y la normal
de la cufia sobre el cubo N’y (magnitud N). Ecuacién del movimiento (considerando aceleracion
@, de componente segiin el plano a) y proyecciones:

T, + mg+ Ny, = md, = (8)
Segin ) T —mgsin6+0 = ma — T —mgsinf =ma (9)
Segin ) 0 —mgcos8+ N = 0 — N =mgcosf (10)

e Sobre la cufa actian el contacto con el cubo (normal Na de magnitud N}, la cuerda en el
canto de la cufia (tensiones fA oblicua y ’1-"3 vertical, ambas de magnitud T'), gravedad sobre la
cuiia. (Mog), y normal con el piso (Np de magnitud Np. Ecuacién del movimiento (reposo) y
proyeccion segiin la horizontal:

Na+Ta+Ts+ M,gNg = 0 = (11)
—Nsin@+Tcosf#+04+0+4+0 = 0 —+ Tcos® = Nsin@ (12)

-



e Sobre la carga (y pedazo de cuerda en contacto con ella) actiian la tension fj} en ambas puntas
(magnitud T) y el peso de la carga (Mg); la aceleracién de la carga es @, de magnitud a/2. La
ecuacion del movimiento y proyeccién segin z:

Ty +Th+ Mg = Md, = (13)
—2T 4+ Mg = M(a/2) —2Mg—4T = Ma (14)

e Buscamos dngulo #. Primero usar Ec. 10 para N en Ec. 12 ...
Tcosf = (mgcosB)sind — T = mgsiné (15)

e Sustituir este valor para T en Ec. 9 para T ...

Il
=
—
[y
=
o

(mgsin®) — mgsin@ =ma — a

e Reemplazar a = 0y T = mgsin @ en Ec. 14 ...

M
2Mg — 4(mgsin@) =m0 — sinf = = (17)
m

o Caso @ ~ w/2 = sinf ~ 1 = M ~ 2m. Este caso corresponde a bloque suspendido por
carga en polea. En tal caso la aceleracion nula sélo es compatible con M ~ 2m.



DINAMICA VI

PROBLEMA 2: En presencia de gravedad un blogue pequeno de masa m resbala con rapidez constante
wu sobre un piso que empalma suavemente con un tablén en reposo de masa M y longitud L. El tablén
posa a su vez sobre una superficie horizontal muy resbalosa. La cara superior del tabldén es rugosa y su
coeficiente de roce cinético con el bloque es p. La velocidad u es tal que el bloque alcanza a resbalar en toda
la extension del tablon.

A) [6Pt] Determine el desplazamiento del tablon al momento en gue el blogue llega a su extremo delantero.
B) [IPt] En base a su resultado identifique la rapidez minima del blogue para llegar al extremo delantero
del tablén: interprete su resultado.

Sin roce -/

m
._". M,L, U
|

Solucion

r
B

& Determinames las aceleracion del blogue (@) y la del tablin (b). B
e Sobre el bloque actian: Contacto (normal N + roce f) v gravedad (mg). Newton: N + F +
mg = md. Provectando seoin componentes (vx) v resolviendo:

_ — N=
y) N4+0-—mg l}} = mg (1)

z) 0 f40=ma, = —ug

® Sobre el tablén actian: Contacto normal con blogoe ! {mg): contacto tangencial con blogue ‘f-.i'
(umg): gravedad MG (Mg) v contacto con el piso N (N7). Newton: NV 4+ 4+ MG+ N” = ME
Provectando segin componentes (y,x) v resolviendo:
y) —mg4+0—-Mg4+N*"=0 ~ N" =(m+ Mg (2]
x) +pmg 4+ 0 4 0 = Mb, be = +pghy

& Con estas aceleraciones determinamos las coordenadas del blogue (@) ¥ 1a punta del tabon (@q)
considerando inicialmente: blogue con rapides 2 v tablin detenido. Entonces

1 k]
xp = 04 ut — Epgﬁ

1 mo,
L4004 —pg—t

= 2" 50

& Enenentro: 24() = ®rit) =

1 1 m ™
ut — —ugt? = L4+ —ug—1% = [1+—)t“—2ut+zL=u
2#9 2}-'-.9 M = M
Denotando 4 = pg(l 4 m /M) y resolviendo (v simplificando) ¢l instante £ de eneuentro:

Fe utvul —2AL
- A

De las dos seluciones fomames la menor de las positivas (primer encuentro a £ > 0), Asi, el
desplazamiento Are de la punta del tabin es:

=X
1 m._ pgm [ uw — yu? — 2AL g
Arr = _ug— & = App =12 fu2 _ AL _ T _2AL
= My m{ A = Aer= (v bl )

® La rapides w minima posible es para la coal existe un mstante de Negada al extremo delantero.
Se ohserva el térming dentro de la raiz coadrada para £ v exigimos w® — 2AL = 0, por lo tanto

u® = Zug(l + m/M)L. 5u forma es del tipo u* = 2a,,4 L.

=


C
Sticky Note
p1 ej


DINAMICA VII

En la figura se muestra dos cubos pequenos e idénticos de masa m unidos por
una cuerda ideal de longitud 2L. El sistema se dispone simétricamente sobre una
superficie conica con un orificio de canto suave en su punta superior. La cuerda
entra parcialmente por el orificio ¥ es tensada mediante una carga de masa M la cual
no se mueve verticalmente. El cono y los cubos rotan conjuntamente con velocidad
angular w constante; estos 1ltimos describen movimientos circunferenciales y se
mantienen en contacto con el cono. El Angulo que forma la vertical con una directriz
del cono es ¢p. Considere el orificio v la carga de dimensiones muy peguenas.

A)[4Pt] Determine la profundidad h de la carga con respecto a la punta del cono
que permite la situacidn descrita.

B)[2Pt] Determine el rango de M a objeto de que el sistema descrito sea fisicamente
factible.

Solucion

o Fuerzas sobre la carga (y pedazo de cuerda adherido): dos tensiones (27'; hacia arriba) y peso
(M g; hacia abajo). La carga no se mueve por lo tanto 2T = Mg
e Estudiamos uno de los cubos en movimiento circunferencial de radio r = (L — h)sing.
e Fuerzas actuando sobre los cubos: Peso (mg; hacia abajo), normal (N; L superficie) y tension
de la cuerda (T'; segiin superficie); la aceleracién (w?r, centripeta).
® FEcuacion del movimiento y proyecciones segin # y £:
mfg+N+T = ma
04+ Ncos¢p —Tsing = —mw’(L —h)sing  segin # (1)
—mg + Nsingg +Tcos¢p = 0 segin £ (2)



DINAMICA VIII

PROBLEMA 3: Mediante la accion de fuerzas externas, una piedra de masa m es
ayudada a moverse en trayectoria circunferencial de radio R. Mediante un sensor e
adecuado se observa que la magnitud de la fuerza radial crece proporcionalmente £

con el cuadrado del tiempo, |F,| = Gt?, con G una constante positiva conocida. ]
¢ [3Pt] Determine la aceleracion angular experimentada por la piedra. '
o [3Pt] Si la piedra esta inicialmente en reposo, determine el tiempo que ésta tarda

en dar la primera vuelta. "
Solucion

¢ Utilizar Ec. 2 para despejar N ( N = (mg — T cos ¢)/ sin ¢) y sustituir en 2:

-7

(mg-—cosqb) cos ¢ — T'sin¢p = —mw?(L — h)sing

sin ¢

e Limpiando:
T — mgcos ¢ = mw?(L — h)sin? ¢ (3)

® Despejamos kb sustituyendo valor de T

Mg/2 — mgcos ¢

h=1L
mw? sin® ¢

e Condiciones para M. Notar que los cubos deben estar en contacto con el cono. Por lo tanto la
[za normal debe ser positiva: N > 0. De la solucién para IV se tiene

N = (mg —Tcos¢)/sing >0 — mg > T cos ¢ — M < m/cos¢

e Hay otra condicidén que emana de Ec. 3: (L — h) > 0 =

T—mgcos ¢ = mw?(L—h)sin® ¢ > 0 — T—mgcos¢ >0 — M > mcosdg

® Resumimos: mcos ¢ < M < m/ cos ¢
® Tambien notar que b > 0, por lo tanto

Mg/2 — mgcos ¢

mw? sin? ¢

((5)ewro +ems)
M < 2m B sin“ ¢ + cos ¢

Mg/2 — mgcos ¢

h=1L
mw? sin? ¢

=0 = L> =




DINAMICA IX

Al interior de un recipiente esférico de radio R y sin roce una bolita de masa m
mantiene un movimiento circunferencial uniforme de velocidad angular w. La bolita per-
manece atada por una cuerda ideal de longitud R, cuyo otro extremo estd fijo al fondo Q@
del recipiente. La aceleracidn de gravedad local es g, ¥ la velocidad angular es lo suficien-
temente grande como para mantener tensa la cuerda. e Determine la tensién de la cuerda.

Solucion

s Sobre la bolita actian su peso (mg), la cuerda (T) vy el contacto con la superficie
(ﬁ }. El movimiento es crcunferencial de radio Reos30° y aceleracidn angular de
magnitud w®Rcos 30°. La ecuacidn del movimiento y proyecciones segiin ¥ y 2 (se usa
que sin 30°=1/2):

g + T+ N = ma
segtin 2 — mg — Tsin30° + Nsin30° = 0 = N_-T=2mg (5
segiin # 0 —Tecos30° — Ncos30° = —mw?Rcos30°
= T+ N=muwR (6)

s Combinando las ecuaciones (5) y (6) para despejar T se obtiene:

T=m(w?R/2 —g)




DINAMICA X

Un tablén de masa M yace en reposo sobre un piso horizontal sin roce. Un bloque de
masa m posa sobre el tablén. El coeficiente de roce cinético entre el blogue y el tablén
es p. Stbitamente se hace resbalar el bloque sobre el tablén mediante un golpe seco el
cual le imprime una rapidez inicial v,. Por efecto de la friccién mutua el bloque arrastra
al tablén en tanto que el tabldon frena al bloque.

e [4Pts] Determine el lapso que dura el bloque resbalando sobre el tablén.

¢ [2Pts] Determine la rapidez terminal del sistema bloque—tablén.

llﬂ -‘-‘\
U, o ft=0):'
—- St

My M h

Solucion

!

(YT .

H r S -
S lmg ]5_4 l}\ﬁ;‘

e Aislamos los dos objetos: bloque y tablém. Las fuerzas actuando sobre el bloque
son su peso (mg), fuerza normal (N) y roce con el tablén (f = —pN&). Llamemos
1 = a1;# la aceleracidon del bloque. La ecuacién del movimiento y proyecciones segiin
T e y:

rn§+ﬁ+f = iy

segiin y —mg+N+0 = 0 — N =mg (1)

segiin x 04+0—puN = mai, — Q1 = — g (2)

e Las fuerzas actuando sobre el tablén son su peso (Mg), contacto con el bloque

(_fq" = —fy N' = —I\TT]. y contacto con el piso (ﬁ). Llamemos dz = 2,3 la aceleracidn
del tabldn:

M+ N +f+R = Mais
segin y —Mg—mg+0+R = 0
segiin x 040+ pmg+0 = Masg, — oy = uﬁg (3)

e Dadas las aceleraciones tenemos las velocidades. El blogue parte con rapidez v, ¥
tiene aceleracién a,,. El tablén parte del reposo y tiene aceleracién as,. Dejan de
resbalar cuando las velocidades igualan:

vy = v — pugt
va = p(m/M)gt
Vo
v, = v = t— = ———— (4)

pgl(l 4 m /M)

e La velocidad terminal:

v* = p(m/M)gt* = v* = mv,/(m + M)




DINAMICA XI

PROBLEMA 5: Una caja de masa M es sostenida

por dos resortes idénticos de constante elstica k. Tl A
sistema se dispone verticalmente en presencia de la

gravedad terrestre g como se ilustra en la figura. La

separacién entre los extremos A y B de los resortes

es tal que cuando la caja se ubica en el punto medio J'
los resortes no sufren elongacién. Dentro de la caja g
se hace posar una moneda de masa m y el sistema se

deja oscilando. Determine la amplitud maxima de las

oscilaciones que garantice que la moneda nunca pierda

contacto con la caja. B

-~

DE
=

Eol

Solucion

{z=L)
(m+M) —Skiz-L)

L & (ma+Mig

SINOPSIS: El tamanio de la caja es irrelevante.  Analizamos el par cajatmoneda como un solo
objeto v determinamos su comportamiento oscilatorio. Luego anslizamos la moneds como un solo
olxjeta v exigimos que la normal del piso sobre ella nunca se anule,

& Consideremos los resortes de longitud natural L, una magnitud que eventualmente debiera desa-
parecer de nuestro resultado. Siguiendo e] esquema de la figura (vector  hacia arriba), las fuerzas
sobre la [cajatmoneda) son el peso ((m+ Mg v la fuerza de ambos resories (F, = —2k{z— L)E).
Aplicando Newton v provectando segin 2 tenemos:

{1+ Mg+ F, = (M +m)ad = —(m+ M)g—2k{z —L)=(M+m)z =

é-:%‘"ﬂ—rzly ﬁ—ﬂ (&)

* La ubicacidn z de equilibrio se puede determinar exigiendo 2 = 0, con lo cual |z._.. =L - [m+ i'lﬂg.."ﬂk|

Analizames la moneds por 51 sols. Sobre ella actisn la gravedad (mg) ¥ la normal (V). La ecuacion
del movimiento ¥ su proyeccion segin £ llevan a

mi+ N =mi=|-mg+ N=mi

- $1_‘|.‘<I;.it1_‘|:r'\|‘:r|1|ﬁ valor de # de la Ec, 6 obtenemos

2em 2kLm
N4+ - =

m4+M me+M

T 2k ki ; :
La pérdida de contacto ocurre cuando N = 0, con b cual == = ==m. Despejando = se Liene

g=1

» Las oscilaciones ocurren en torno a la posicidn de equilibrio, La amplitud s 1a resta 2 — 2, [gque
con la eleccion de ejes es positiva)l. Por lo tanto la amplitud maxima A para que ninea se despegue
la momnedi o5

A=1z—z =[m+ Mg/ |



CONSERVACION DE LA ENERGIA |

PROBLEMA 1: En la figura se ilustra una superficie horizontal rugosa que empalma suavemente en
() con un tubo semicircular pulido de radio £. Un cubo pequeiio de masa no nula es lanzado desde P
sobre la superficie, penetra por el tubo, y emerge desde su extremo superior S hasta caer sobre el pundo
de partida P. La longitud del tramo rugoso P@Q es D y el coeficiente de roce cinético (dindmico) con el
cubo es p.

A) [6Pt] Determine la rapidez con que debe partir el cubo para que lo descrito sea posible.

B) [1Pt] Analice e interprete su resultado para el caso D ~ 0.

Solucion

e Determinemos la velocidad que el cubo debe tener en C (v.) a fin de caer en P. Movimient
parabdlico con origen (xy) de la figura. Para esta etapa se toma £ = 0 a la salida de S; ¢* es
instante de llegada al suelo:

z=v.idt — D=uv.t" (.
1 2 1 *2
y=2R-—-Egt — 0=2R—59t [:
Ct)l:lhinan{ln ('i.'l]l.l)il..‘i ecuaciones obtenemos para ve:
2 gD2
v: = —
E 1R

e Por trabajo-energia podemos relacionar ve con la velocidad de partida vp. Suponemos cubo ¢
masa m. Si E representa la energia mecdnica total del cubo, entonces:

Es = Ep + Wp_,s(roce) + Wp_,s(normal)

e El trabajo debido al roce sobre el cubo es —pmgD:; el trabajo debido a la fuerza normal soby
el cubo es nulo (el piso no se mueve). Por lo tanto:

Eg = Ep — pmgD

e Considerando energia potencial gravitacional en el piso:

1 2 1 2
[Emuc + mg(?R]} — [Emvp + 0] — pmgD

e Sustituir valor encontrado para v. v despejar:

2 D?

e El caso extremo D ~ 0 lleva a
vy & g4R ~ 2g X “altura” ,

resultado conocido para que el cubo alcance a penas el extremo 8§, y caiga verticalmente.



CONSERVACION DE LA ENERGIA 11

En presencia de la gravedad terrestre g, un bloque cuelga inmévil del techo mediante
un resorte de masa nula y constante eldstica k. En cierto instante una porcién del bloque,
de masa m, se desprende y el remanente adherido al resorte comienza a subir.

e Determine la distancia D subida por el remanente hasta detenerse por primera vez.

Solucion

L+kA /(M+m)

e Sean L la longitud natural del resorte y (M + m) la masa total del bloque; en la situacié
estdtica la elongacién del resorte es A = (M + m)g/k.

e Conservamos energia para el ‘resorte @ trozo adherido’ de masa M. El nivel cero de energi
potencial gravitacional se toma en P.

¢ Energia inicial: E; = K + Uy + U, =0 — Mg(L + A) + %kﬁz

e Energia final: Ep = K+ Uy + U, =0 — Mg(L + &) + %kaz

e Conservacion E; = Ef — ecuacidn cuadritica para 8:

1 1
Sk6% — Mgs + (Mga. — Ek&“) =0

® Despejamos 6:

]

. Mg+ \/(Mg)? — alk(MgA — 1kA%) Mg N \/(Mg)ﬁ ) (Mg
- k Tk B

e Simplificando y reemplazando A = (m + M)g/k:

M M M
5= Moy M, Mg _mg
k k k k
e El ascenso lo podemos escribir D = yf —y; = (L —6) — (-L—-A)=A - —

(M +m)g Mg mg 2mg
k k t k k

D=
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@ Un cubo de masa M tiene un hueco esférico de radio R; el cubo descansa en un
orificio de superficies rectas y sin roce. Al interior del cubo hay una bolita de masa m
que gira sin ayuda externa en un trayecto circunferencial que pasa por el punto maés bajo
del hueco. En tal punto la bolita tiene una rapidez vo.

¢ Calcule la fuerza de contacto bolita—superficie en funcién del dngulo ¢ medido con
respecto a la vertical.

¢ Determine el rango de v, que garantice que la bolita nunca pierda contacto con la
superficie, ni el cubo pierda contacto con el fondo del orificio.

Solucion

—_ D

|
N Mg
v l g

mg

e En el movimiento de la bolita intervienen el peso (mg) v el contacto normal [Nr] El movimiento
es circunferencial y la aceleracién (en polares) es @ = —(v?/R)# + agh. La ecuaci6n vectorial de
movimiento y proyecciones segin ¥ y 8:

vectorial mig+N = m [—(UQIR)f RS agé]
segin 6 —mgsin® +0 = mag
v? v?
segin 7 mgecosf — N = —mE —+ N = mE + mgcos 8 (4)

¢ Conservacion de energia entre el punto més bajo (Ug = 0) y ubicacién 8:

1 1
Emvg +0= Emv2 + mgR(1 — cos @) — v® = v2 — 2gR(1 — cos 0)

e Sustituyendo en expresién para N (Ec. 4) y simplificando:

mu2

N =
R

— 2mg + 3mgcos @ (5)

e Para que la bolita se mantenga en contacto y no levante el cubo implica exigir que en el punto
mis alto ( = «) la normal cumpla 0 < N < Mg, o sea

mu?

M
0< R°—2mg—3mg$Mg o 59R§v§§(5+—)gR
m




CONSERVACION DE LA ENERGIA IV

En la figura se muestra una bolita de masa e en movimiento circunferencial
horizontal. La bolita pende mediante un eldstico de un soporte fijo en P, El
eldstico [tl{e. longitud natural L ¥ constante eldstica k) se mantiene parcialmente
dentro de un tubo vertical de longitud & (b < L); el dngulo que forma la vertical
con la porcidon de eldstico fuera del tubo es 4.

A)[3Pt] Caleule la velocidad angular de la bolita.

B] [?.'Pt.] Caleule la energia mecdnica total del sistema considerando el nivel cero de
energia potencial gravitacional aguel gue toma la bolita coando cuelga sin moverse.
C] [l'Pt.] Analice e interprete su resultado en la parte [a} para el caso de un eldstico
muy rigido (k muy grande) y § = 7/2.

- g

11111

Solucion

mg

e Considerando la bolita como el objeto a estudiar, las fuerzas sobre ésta son: fuerza del eldstico

-

(F,; magnitud kA) y el peso mg. Ecuacién de movimiento y proyecciones segin # y £:

’f—l— mgj = md =
—kAsinf = —mw’R (segin #)
kAcosf—mg = 0 (segin £)

e R es el radio de la orbita. El tramo de eldstico fuera del tubo es L + A — b; el radio es

(L 4+ A — b)sin 8. Sustituyendo en las ecuaciones 19 y 20 se tiene

kA = mw?(L4+ A —b)
kEAcosf8 = mg
e Combinando estas dos tltimas ecuaciones obtenemos:
o mg/ cos 3 [}

= L Tmalkcosp—8) _ = @ _b)cosp T ma/k




e Para la energia mecdnica total E consideramos: E = K + U, 4 U,
¢ Energia cinética K

1 2.2 1
K= —-mwR = —mg
2 2

(L — b)cos 8 + ?} tan? 8 (24)

® Energia elistica Up: Utilizando A = mg/k cos 3,

1 1 mg 1
U, = —kA?’ = _m (—)
€7 2 & cos2 g3

2 k
¢ Energia gravitacional Uy Sea H la profundidad de la bolita ¢/r boca del tubo y H, la misma
profundidad pero con bolita colgando, entonces:

H = (L+A—b)cosp (26)
H, = (L+A,—b)=(L+mg/k—b), (27)

Con ésto la energia gravitacional es

Uy, = —mg(L+ A — b)cos 3+ mg(L + mg/k — b) = mg(L — b)(1 — cos 3) (28)

e Si k — oo entonces la velocidad angular w? — g/(L — b) cos B; si ademds 8 — /2 entonces
w? — oo. Se trata entonces de una cuerda ideal que para estar horizontal debe rotar con velocidad
angular infinita.



CONSERVACION DE LA ENERGIA V

En la fgura se muestra un plato (de canto suave) de radio b gque gira con
velocidad angular w en torno a su eje vertical AR, Un eldstico de constante
eldstica k v longitud natural b permanece unido en uno de sus extremos al eje de
rotacidn del plato. Del otro extremo cuelga una bolita de masa m. El conjunto
gira con velocidad angular w, con la bolita colgando del elastico describiendo
una trayectoria circunferencial. No hay friccion entre el elastico v el plato.

Calcule la energia del sistema resorte—bolita considerando como nivel cero de
energia potencial gravitacional la altura del plato.

A A
o
g ‘ ’
B E
PERSPECTIVA VISTA DE CANTO
{ESQUEMATICA)
Solucion
B
SR
A ‘\ pl' ” -
b I,
[ A B
A
F—
acelerac.
-~
mg
B

PUNTUACION: DCL correcto 1Pto

e La bolita colgando mientras rota experimenta un movimiento circunferencial. El
radio r de la dérbita estd dada por r = b+ Asiné, con A la elongacién del eldstico, y
8 la inclinacién del tramo flectado ¢/r a la vertical.




e La energia del sistema:

1 1
E= Em(wr? —mgAcosf + Ekﬂ.z (23)

PUNTUACION: expresion correcta para la energia 1Pto

e Se necesitan A y #. Para ello aplicamos Newton :
e Newton:

fet+mg=ma (24)

e Proyectando segiin £ (vertical) y # (radial), y considerando la aceleracién d@ de mag-
nitud w?r apuntando hacia el centro de la érbita, y la fuerza del resorte de magnitud
kA:

kAcosf@—mg = 0 (25)
—kAsin® 40 = —mw?(b+ Asin®) (26)

e Hay que obtener A y 8. Las ecuaciones de arriba se reacomodan:

kAcos® = mg (27)

(k — mw?)Asin® = mw?b (28)

Acosd = %g {29)
. ﬂluzb‘ T ng

Asgin = —— = (30)

I:k — rm.aﬂ) k11— 1’nr...r2fk

e De aqui se obtienen A y tan#. Definiendo

wi= (31)

2 _ m 2 - w2b 2
s

tan @ (1) Wb (33)
a — - —
N g/ 1— wzfug
e La energia:
1 2 : 2 1 2
E = L_"an (b 4+ Asin®)* —mgAcosd + Ekﬁ. (34)

e Las ecuaciones (29) y (30) para Asinf y Acos#, ademds de Ec. (32) para A?
determinan todos los términos necesarios para evaluar E.



CONSERVACION DE LA ENERGIA VI

@ En presencia de la gravedad terrestre g un *skater’ de masa m se aproxima con rapidez
v, a una rampla lisa de masa M en reposo, la cual puede resbalar sin roce sobre el piso
horizontal. Para efectos de este problema considere que el ‘skater’ es muy pequeno con
respecto a la rampla, gue éste no flecta sus piernas mientras sube por la rampla, ¥ que

nunca alcanza el borde superior de la rampla.

® [5Pt] Determine la altura méxima alcanzada por el ‘skater’ sobre la rampla.
# [1Pt] Examine e interprete su resultado para el caso M & m.

Solucion

B= (m+M)V

e Si el sistema consiste en {skaterframpla}, entonces no hay fuerzas externas segiin
la horizontal. Por lo tanto el momentum del sistema segiin la horizontal se conserva.
Ademsds, cuando el skater alcanza el punto mas alto éste no se mueve con respecto a
la rampla. Por lo tando, en ese instante, su velocidad es igual a la de la rampla (V).

Podemos escribir entonces:

miv, +0=mV+ MV =V =

M,

T (7)

e En el sistema no hay friccién, de modo que la energia mecanica total se conserva:

(Kskater + Krampla + Uy)antes
1
Emﬂg +0+40

=

(Kskater + Krampla + Ug}arriba

1 2 1 2
EmV — EMV + mgH

(m+ M)V?=muv2 — mgH

e Combinando las ecuaciones (7) y (8) despejamos H y obtenemos:

_‘”§< M )

_2g m + M

e En el caso M > m entonces
_vg( M )_‘U: 1 _}vg
_2g m + M _2g 1+m/M 'e

resultado conocido cuando objeto de masa arbitraria asciende un plano inclinado sin

roce.



CONSERVACION DE LA ENERGIA VII

En la figura se muestra un cubo de masa m adherido a un resorte ideal, y
también una esfera de igual masa unida a una cuerda ideal. El resorte se une a la
cuerda en P y la cuerda es sostenida por el soporte S sin friccidn, Inicialmente
el bloque posa sobre una plataforma horizontal y la esfera se ubica al mismo nivel
que el bloque. Se tiene cuidado que el resorte no experimente estiramiento (ni
compresién) y la cuerda no se arrugue. La esfera se deja caer (del reposo) y el
resorte comienza su estiramiento.

A)[2P] Determine la distancia que ha de descender la esfera hasta que el blogque
esté a punto de perder contacto con la plataforma;

B)[3P] determine la rapidez de la esfera en el mismo instante.

C)[1P] Analice e interprete sus resultados en A) y B) para el caso k—o0.

Solucion

|
|
DCL A J
;
5 : e
j Fe
1 ! m
i ! -1 A
‘mg|'N ] A

m
T o
. o \'J . o B

e Para determinar levantamiento del eubo considerar fuerzas actuando sobre éste: normal con piso
(IN), tiro de resorte (Fe) y peso (mg). Bloque detenido = N 4 F, + mg = 0. Proyectando

segun vertical hacia arriba:
N+EkEA—mg=0

e A punto de despegarse (N —=0) = kA =mg = A =mg/k.
e Velocidad de esfera en A: utilizar energia.

Es = Ep
(K + Ug + Ue}A = (K + Ug + Ue)B
0+0+0 = %mvz—mgﬁ+%k.&2

e Despejar 2 y sustituir valor de A

2 ko, k m
v =29A — — A" =A(2g— —A)=gA=v=g,—
m m k

e Sik — oo entonces A — 0 y v —+ 0. Vale decir la esfera al ser soltada ante un resorte rigido
no requiere bajar para que el bloque esté a punto de despegarse de la plataforma. Esto siempre v

cuendo las masas de ambos cuerpos sean ignales!



TRABAJO Y ENERGIA |

El bloque de la figura se desliza sobre una superficie horizontal de longitud L y
limitada por paredes elisticas verticales en ambos extremos. La superficie cuenta
con un tramo rugoso (achurado) de longitud 8L (8 < 1) y con roce nulo fuera de
él. El coeficiente de roce entre el tramo rugoso v el bloque es p. El bloque parte
desde un extremo con rapidez wv,.

A)[3P] Determine el tiempo que dura el bloque en movimiento.
B)[2P] Determine donde se detiene el blogue.

C)[1P] Analice e interprete su resultado en A) para el caso 8—1.

Solucion

® Resulta 1itil determinar el niimero de veces que el blogue pasa por el sector rugoso. Para ello,
sea I} la distancia neta que desliza el bloque sobre la superficie rugosa. Conservacion de energia:
1 3 v?

Ky — K; = W(roce) — 0 — —mv: = —(umg)D = D=_—

2 2ug

e [l niimero entero de veces que el bloque fransita por el sector rugoso es la parte entera de la
fraccion (desplazamiento neto)/(longitud de tramo rugoso):

N = [2} = [_”3
AL] = |2uBglL
donde ‘[...]" denota ‘parte entera de ...".

N par N impar
-—
d d

T T

¢ El lugar donde el blogue queda detenido depende de si N es par 6 impar. Para N par (0,2,4,...)
la distancia d se mide con respecto al extremo izquierdo del tramo rugoso. Para N impar (1,3,5,...)
se mide con respecto al extremo derecho. Para ambos casos

D

d=D—-NBL = d.:D—LBL

[

e El tiempo del movimiento es [¢ sobre tramo rugoso] + [t sobre tramo liso]= tr + .
e El lapso sobre el framo rugoso tr se puede obtener considerando los sectores rugosos contiguos
cubriendo una distancia neta D. Mientras el bloque transita la regién rugosa éste frena con acel-
eracion de magnitud pg. El tiempo frenando se obtiene de
' Uq
‘v = v; + at — D:vo—(,ug)tg:}tﬂ:#—g



® Necesitamos determinar el lapso sobre tramos sin roce (tg). Sea v la velocidad (cte) en el tramo
j-ésimo, de longitud (1 — 8)}L. El tiempo de trinsito en ese tramo es t; = (1 — B)L/v;. El
tiempo total £g es 3 t; = (1 — B)L Y 1/v;. Hay que determinar v;.

. . -1 -l .
'\“ '\ll ‘2| v v

BL \-;,-/
(1- pL

e Consideremos v — vy = —2u(gBL) = v = vy — [2ugBL] (ler tramo).
¢ Andlogamente v — v? = —[2ugBL] = v = vy — 2[2pugBL] (2do tramo).
e Se extiende resultado para tramo j:

. . 2ugBL .BL
7 =vj —j[2ngBL) = vj=vol—j ”Uz Zvnﬂl—JF
0

e Por lo tanto

2
w
Il

h=Tu=a-pLL,  su= 20y N
F] Yo I=<N

® Se debe considerar el triansito hacia el tramo rugoso por primera vez (fo):

(1—pB)L/2

Vg

to =

e El tiempo total T = &, + tg + tf da

T =

AL v T-PLy 1

s w ' w B

e 5i 3 =1 entonces T' = 0 4 :’T; + 0, vale decir, es el tiempo de un movimiento uniformemente
acelerado hasta detenerse.



MOMNETUM I

Sobre una superficie pulida se desplaza hacia la derecha un carro de masa y
velocidad inicial M, y V; respectivamente. El carro ha de utilizar su propia masa
para detenerse y luego retroceder. Para ello eyectard sucesivamente (en sentido
contrario a su movimiento) la décima parte de la masa que tiene al momento de
la eyeccién. La velocidad relativa entre el carro y la fraccién eyectada de masa
€s Ug.

A) Determine la velocidad del carro luego de la primera eyeccién de freno.
B) Determine el numero de eyecciones necesarias para que el carro comience a
moverse hacia atras.

MV
Y

[ T

R M

(oo ]

Solucion
M,V , 0.9 M,V O1M, ¥
| : [ 03N []
PARTE A:

* Conservacion de momentum antes ¥ despues de la eyeccidn:

MV = 00MV' + 0.1Mv
» La velocidad v es ¢l de la fraccidn evectada relativa al pizo:

o= Vfrac/piso = 1"’-_f1'-:-1.',-'4:|:'r'rr.l + chrru.."piau =up+ V'

# Sustituyendo en ecuacion de conservacidn:

MV = 09MV' 4+ 0.1 M (u, + V')
#* Despejando:

V=V —0lug
PUNTUACTON: 1Pto cons mtum + 1 Pro mov relative + 1 Pio despeje.

PARTE B: De la relacidn anterior s¢ observa que cada ver que se eyecta ¢l 10% de la
masa hacia adelante ¢l carro disminuye su velocidad en 0.1u,. Para frenar totalmente
al cabo de N eyecciones 2¢ impone

NOlu, =V, = N=10—

Ug



MOMNETUM Y ENERGIA |

PROBLEMA 3: En ausencia de gravedad se disponen dos rieles paralelos separados una distancia L. Cada
riel tiene pasada argollas de masa M unidas por un resorte de longitud natural L, constante eldstica k y sin
masa. El riel inferior de la figura no tiene roce, en tanto que el superior es rugoso. El coeficiente de roce
estatico entre el riel superior y la argolla S es p. Una tercera argolla I' de masa m se acerca y adhiere a la

argolla inferior 1.

A) [6Pt] Determine la rapidez médxima de la argolla T que garantice que la argolla S nunca resbale.

B) [1Pt] En base a su resultado, examine y discuta el caso M=0.
M (S Roce U

Solucion

o Conservacion de momentum en la colisidn (conjunto sale con rapidez v):

™
mu=(m+Mv = v=——mu.
m + M
o Conservacion de energia (i) — (f), denotando por A la elongacion del resorte y sustituvendo
valor de v en términos de wu:
1 1 mIu?
2 a2
—(m+ M = —kA* = A=
2 2 k(m + M)
& Una vez elongado el resorte se analiza el tirdn sobre el anillo superior. La situacidn es estdtica.
= =
Las fuerzas sobre el anillo superior son: contacto (roce f v normal W) v fuerza elistica del resorte
—+ —+ —
fe. Entonces: f 4+ N + fe = 0. Proyecciones segiin ejes v-x (con ¢ indicado en la figura) e
imponiendo condicidn a punto de resbalar (f = pIN):

y) 0+ N —kAsing =0 S ,
z) —-pN+0+4+kAcosp=0 [ &  HL=coté (3)
o Hay que relacionar ¢ con & (geometria):
ind L — 1 14 A
sin ¢ = = —
L+ A sin ¢ L

& Usando la identidad 1 4 cot? ¢ =1/ sin? ¢, sustituyendo v despejando w:

AnZ m*u?
th=(147) = aT=2iee -0t s e

e u:%(v’l-l—uz—l) v k(m 4+ M)

® Cuando M = 0 se tiene que w = L, /k/m (\-.-"1 + p* — 1}: a pesar de que la masa de los anillos
en los rieles son nulas el roce de los rieles signe actuando. La condicidn p = cot¢gh no depende de
las masas involucradas.

= L3(1 + p? — 1)?




MOMNETUM Y ENERGIA I

@ Considere un sdélido de masa desconocida en re-

poso sobre una superficie horizontal muy resbalosa.

El cuerpo tiene una cara céncava semiesférica de ra-

dio R cuyo borde inferior queda a ras de piso. Una U
bolita de masa m es disparada horizontalmente con me.—
rapidez u sobre el punto maés alto de la cara cdncava

¥ muy cerca de ésta. Luego del contacto sin roce g
entre los dos cuerpos el bloque adquiere movimiento

mientras que la bolita emerge en sentido opuesto, con
rapidez v, a ras de piso.

¢ Determine la masa del bloque si todo lo descrito ocurre en presencia de la gravedad g.

Solucion

—= U

m =

! m

- L ]

o La colisidn conserva energia mecdnica (no hay friceidn), y ademds la componente horizontal
del momentum del par blogue@bolita se conserva pues no hay fuerza externa actuando segiin la
horizontal. Sea V la rapidez del bloque después del contacto con la bolita. Conservacidn de energia
meecdnica:

1 1 1
Emug-i—mg{ER_‘,l = {Emvz + U}-i— EMVE — m(u? — v?) + dmgR = MV?2 (1)

o Conservacion de momentum segin la horizontal:

mu+0=—mv+4+ MV —F V=m(u-+v)/M (2]

o Sustituyendo V de Ec. 2 en Ec. 1 tenemos:

2 2 P
5 e L emi(ut ) . m(u+t v)




MOMNETUM Y ENERGIA |11

PROBLEMA 3: En presencia de la gravedad g un cuerpo de masa M posa sobre un plano
horizontal rugoso con el cual tiene un coeficiente de roce cinético p. Mediante una explosion el
cuerpo se divide violentamente en dos fragmentos, A v B, de masas AM v (1 — A) M respectiva-
mente. Los dos fragmentos reshbalan en sentidos opuestos alejindose del punto de la explosian,
La energia cinética adquirida por ambos cuerpos debido a la explosiin es E.

A) [4Pt] Calcule y grafique el momentum del sistema P como funcidén del tiempo. En su grifico
debe rotular, en términos de los datos del problema, valor inicial, méximo y final, ¥ los instantes
correspondientes,

B) [2Pt] Determine la razén entre las distancias recorridas por cada fragmento.

B A
L] 0]
AM

Solucion

vy (I-NM M

— e
%: + g a,A= - g

e SINOPSIS: luego de la explosién los bloques parten con rapideces distintas debido a que los
fragmentos son (en general) de distinto tamano, Ambos experimentan aceleraciones de frenado de
magnitud pg. Puesto que sus rapideces iniciales distintas, se detendrin en instantes diferentes.
Conviene entonces identificar los instantes de detencién de cada fragmento: t4 v tpg.

e Estudiamos el movimiento en forma unidimensional tomando como direccion positiva la de partida
del fragmento A. Conservacion de momentum para determinar velocidades inmediatamente después
de la explosién (pa + ps = 0):

AMuwva 4+ (1 = A)Mvg =0 = Ava+ (1 =ANwg=0 (6)
La energia cinética inmediatamente después de la exlosion es E:
1 2 , 1 z _ 2 2 _
EAMvA—I—E(l—)L)MvB =F = Avy + (1 — Avp =2E/M (7)

Para obtener v4 despejamos vg de 6 y reemplazamos en 7. Encontramos para va

_[2B(1 - N)
AEVT M

2B
(1 =AM

e Podemos determinar el momentum inicial de A:

[2E(1 —

Utilizamos 6 para obtener vg:

v = —




e Supongamos que el fragmento A sale mis rdpido que B (lo cual se logra con A < 1/2). Identi-
ficamos los instantes en que A y B se detienen. Para el movimiento de A:

[2B(1 — A)
val(t) = M pgt = ta

e Anilogamente para el fragmento B:

1 2E(1—X)
1g AM

2E(1 — \) 1 2E)\
vp(t) = — A—M+pgt = ts=g aT—nM

® Puesto que estamos considerando A < 1/2, entonces t 4 es posterior a tg. Las curvas de veloci-
dades en funcion del tiempo son las rectas ilustradas en la figura siguiente. Los momenta resultan
de multiplicar las velocidades va(t) y vg(t) por sus respectivas masas. En t=0 pg = —pa. Al
sumar ambas rectas (P(t) = pa(t) + pg(t)) se obtiene el grafico de mds a la derecha (momentum

total P).
v, \ J2ME w1- 3 T
FA P
max f------—--oz .
s>, B N
N — R}
/ s A Lot
DH‘ Pﬂ
Velooi —\J2ME ¥WI- ¥
et Momentum P total (suma)

® El momentum miximo del sistema P(t) = pa(t) + pr(t) sc logra en tg. En ese instante sdlo

sz mueve A y el momentum resulta:
2E(1-2) | 2Ex
tg p = AM {1/ -
2 5} {‘;" AM V- nM

2E(L- M)

P(tg) = Pumax = palts) = AM {k"lT

Factorizando v simplificando:

[2E(1 — X)

2E
Proax = 4/ AN

(1-125) = -2 s

& Para determinar los camines recorridos por ambos recordamaos Ja relacién ‘o? = 2alx’, con la
cual (euidando los signos v considerando aceleraciones de igual magnitud peg):

Aza _¥a _
Arp  vh

2E(1 - X) _
AM

2EA  _ 2E(1-))
T(1—MM T AM

(1—A)M
2EA

Azs  (1- AP

Arp A2



MOMNETUM Y ENERGIA IV

PROBLEMA 3 Los cuerpos que se muestran en la figura posan en linea sobre
una superficie horizontal pulida. El bloque A de masa m incide con velocidad v,
chocando al bloque B de masa Am inicialmente en reposo. Después de la colisién
ambos bloques quedan adheridos y posteriormente chocan elasticamente la bola C,
de masa m., inicialmente detenida.

a)[5P] Determine las velocidades adquiridas por los bloques y la bola.

b)[1P] Verifique su resultado para el caso A — 0 e interprete concisamente.

m (Am) m
B [] [
(A) (B) (©
Solucion
{ler chogque)
m ¥ ( 5.m) 1+ m v
I N _ Y A = ———
{2do chogue)
{1=h)m v om (1+A)m S

e El movimiento es 1D, Para el ler choque (entre los blogues) silo conservamos momentum, Para
simplificar dlgebra Nlamemos (1 4+ A)m = Gme

mus +0=(1+Xmv=7my — v.=78v (1)

# Para el 2do chogue conservamos momentum ¥ energia. Para el mtum:

Ame = Afme' +mV'" = Blv—v) =V (2)

v la encrgia:

1 . 1 1 : _
Eﬁmﬂz +0= Eﬁmﬂm + EmV” -+ B -v?)=V"? (3)

o D¢ esta iltima se tiene B(v — v")v + v') = V'*; usando (2) para V' v simplificando:

v+v =V (4)



# Las ecuaciones (2) y (4) constituyen un sistema de 2x2 donde ©' y ¥’ son las incignitas, y v es
dato (Ec 1), Igualando (2)=(4)...

po—v)=+v) - v=v(g7)

® Sustituir este valor de v’ en (4) para obtener ¥V'; se obtiene:

Vi=v (;fl)

o Reemplazamos 8 = (1 + A) v © = v, /3 para obtener:

At’ﬁ ’ zvﬂ

vi= "0
25

r
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e En ¢l caso A = 0 obtenemos: v' = 0y V' = v,. lo cual efectivamente corresponde al caso de
dos masa idénticas en chogue eldstico, con una de ellas inicialmente detenida (el blogue del medio
no existel).






