Limite y continuidad de funciones de varias
variables
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1 Subconjuntos de R" y sus propiedades

Definicién 1. Dado x € R” y r > 0, la bola de centro x y radio 7 es

Bx,r)={yeR": |y —x| <r}.

Definicién 2. Un subconjunto A de R™ se dice abierto si dado cualquier
x € A existe una bola B(x, ), centrada en x, contenida en A.

Ejemplo 1. Sea z € R? y R > 0. El conjunto A = B(z, R) es abierto.
En efecto, sea x € A. Si tomamos r = R — ||x — z|| resulta » > 0 y resulta
B(x,r) C A. En efecto, siy € B(x,r) entonces |y —z|| < |y — x|+ ||x — z|| <
r+|x—z| = R.

Ejemplo 2. C = {y € R?: |ly|| < 1} no es abierto pues si tomamos un y
de norma igual a uno (|ly|| = 1), cualquier bola centrada en y contiene puntos
de norma mayor que uno, o sea del complemento de C' y por lo tanto para todo
r >0, B(y,r) ¢ C.

Nota El conjunto () se considera abierto.

Propiedades

1) 0 y R™ son abiertos.

2) La unién de cualquier familia de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

3) La interseccién de un nimero finito de conjuntos abiertos es un conjunto
abierto.

Definicién 3. Un subconjunto C de R"™ se dice cerrado si su complemento
R™ — C' es abierto.



Ejemplo 3. C = {y ER3: |y < 1} es cerrado porque se puede ver facil-
mente que R” — C' = {y € R?: ||y|| > 1} es abierto.

Propiedades

1) 0 y R™ son cerrados.

2) La interseccién de cualquier familia de conjuntos cerrados es un conjunto
cerrado.

3) La unién de un nimero finito de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado

Para intervalos de R la terminologia "abierto" y "cerrado" que acabamos de
introducir coincide con la habitual.
Un conjunto puede no ser abierto ni cerrado. Por ejemplo el intervalo [a, b) .

Definicién 4. Sea A C R™. Un punto x € A se dice punto de acumulacion
de A si para cada r > 0, la bola B(x,r) contiene puntos de A distintos de x.
Un punto x € A que no es punto de acumulacién de A se dice un punto aislado
de A.

Definicién 5. Un subconjunto A de R™ se dice acotado si existe M > 0 tal
que ||x|| < M para cada x € A (o sea si A estd contenido en una bola centrada
en el origen de radio M). Una funcién F' a valores en R™ se dice funcidn acotada
si su imagen es un subconjunto acotado de R™.

2 Limite

Consideramos f : R? — R dada por f(z,y) = /9 — 22 — y2 con dominio D =
{(z,y) e R? : ||(z,y)|| <3} . Si el punto (z,y) estd cerca del origen, tanto z
como y estan cerca de cero y por lo tanto f(x,y) estd cerca de 3. Esto se
expresa diciendo que f(xz,y) tiende a 3 si (x,y) tiende al origen. Formalmente
tenemos la siguiente

Definicién 6. Sea F' una funcién definida en un subconjunto A de R™ con
valores en R™ y sea X un punto de acumulacién de A. Se dice que 1 € R™ es
el limite de F para x que tiende a X y se escribe

1= lim F(x)
X—X0

si Ve > 0 existe d > 0 tal que

x € A—{xo},x — x| <6 = | F(x) ~ 1| <.

Esto dice: x € A — {x0} N B(xp,d) = F(x) € B(l,¢).



Teorema 1. Sea ' = (fi,..., f,) una funcién definida en un subconjunto
A de R™ con valores en R y sea xy un punto de acumulaciéon de A. Entonces

lim F(x)=1=(l1,...,0m)

X—X(
si y s6lo si para cada i =1,...,m

X—X(
O sea F tiende a 1 si cada funcién coordenada de F tiende a la correspondiente
coordenada de 1.
Demostracién. Supongamos que lim F(x) = 1. Dado ¢ > 0 existe § > 0

X—X0

tal que x € A — {xo},[|x — x¢|| < d = ||F(x) —1|| < e. Como

I1F(x) = 1| = \/(f1(X) —1)* e (fn(%) = 1) > | fi(x) = L]

se tiene también que |f;(x) — ;| < € y esto demuestra que lim f;(x) = ;.
X—X(

Supongamos ahora que cada f; tiende a [; para x que tiende a xy. Dado
€ > 0 existe d; > 0 tal que

£

Jm

sea § = min d;, entonces x € A — {xo}, ||x — x0|| < § = ||F(x) —1]°

1<i<m

x € A—{xo},[[x = xol| < i = [Ifi(x) = L] <
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= (1) =) 4 e+ (fn) =) < = 4k = =2

Nota. Para el caso de funciones F' : R — R™, este teorema muestra que la
definicién actual de limite coincide con la que ya habfamos dado en el capitulo
anterior.

Se pueden demostrar, para funciones vectoriales de varias variables, muchos
de los teoremas del célculo de funciones de una variable. Por el teorema anterior,
basta estudiar las propiedades de las funciones coordenadas.

Teorema 2. Sean f,g: A— R ,con ACR"y lim f(x)=1;, lim g(x) =

X—X( X—X(Q
1,

1) Unicidad del limite. Si lim f(x) = A; entonces Ay = 5.

X—X(

2) Acotacién local. Existe una bola B (xg,7) y M > 0 tal que|/f(x)|| < M
para todo x € A — {x0} N B(xo, ).
3) lim (£ +900) = b + I,

4) lim (f(x)g(x)) = Llp.

X—X0



5) Permanencia del signo para funciones a valores reales. Sil; > 0 entonces
existe una bola B (xg,7) tal que f(x) > 0 para todo x € A — {x0} N B(Xo,7).
Vale también el resultado andlogo si 1; < 0.

Demostracién. Es completamente andloga a la demostracién que se hace
en el caso de funciones reales de variable real.

Es altamente recomendable tratar de hacerla!!

Nota Es importante no confundir el limite en varias variables con un proceso
de limite iterado. Por ejemplo si tomamos

fla,y) = { (1) sify| < |z|

st [y| > |a]

y xo = (0,0), el lir% (lirr%)f(m,y)) =0,yel lin%) (lirg)f(x,y)) = 1. Ambos
y— T— T— y—
limites existen, pero el lim f(x) no existe. En efecto, si f tuviera un limite I,
X—X0

dado € = i, deberfa existir § > 0 tal que |f(z,y) — 1| < % para todo (z,y) €
B ((0,0),4). Pero en dicha bola estdn (%,0) y (0, %), f (0, g) =0, f (g,O) =1
y entonces 1= (3,0) = f (0,5)| < [£(5,0) = [ +|f (3,0) =l < f+1 =13,
absurdo.

La proposicién que enunciaremos ahora facilita en muchos casos la compro-
bacién de la no existencia del limite.

Proposicién 1. Sean f: A —R™ con ACR" y lim f(x) =1 Sea r(¢),
X—X(
a <t < b, una curva con imagen contenida contenida en A tal que lin}) r(t) = xo.
t—

Entonces

lim f(r(t)) = 1.

t—b

O sea el limite existe y es el mismo acercdndonos a x( por cualquier curva.
Por lo tanto, a la hora de decidir la existencia del limite, muchas veces conviene
acercarse a Xo por distintas curvas (rectas, pardbolas, etc.) sobre las cuales
los valores de la funcién, y por lo tanto su limite, son faciles de calcular. En
particular, si f es funcién de la nota anterior y nos acercamos al origen por los
ejes coordenados, observamos que f(z,0) = 1y f(0,y) = 0, por lo tanto no
existe el limite

Ejemplo 4. Sea

_ vy
f($7y)_ $2+y2’

veremos que no existe el lim f(x), para xo = (0,0). En efecto, el dominio de f
X—Xp

es A =R%2—{(0,0)}. Si tomamos larectar(t) = (£,0), =1 <t <0, f(r(t)) =0y
por lo tanto, }irr(l) f(x(t)) = 0. Si ahora tomamos la recta p(t) = (¢,t), -1 <t <



0, f(p(t)) = 1 y entonces el }irr(l) f(p(t)) = %, pero de acuerdo a la proposicién

anterior, si el lim f(x) existiera, los dos limite anteriores deberian coincidir.

X—X0

Ejemplo 5. Sea
xy?

3(x2 +y*)’

podemos ver que no existe el lim f(x), para xo = (0,0). En efecto, el dominio
X—X(

flx,y) =

de f es A =R?—{(0,0)}..Como en el ejemplo anterior, si nos acercamos al
origen por los ejes coordenados, obtenemos limite cero. Pero ahora si tomamos
la curva p(t) = (£2,t), =1 <t <0, %ir% flp) = 3.

Ejemplo 6. Sea

(x—1)°y°
(@—1)" 49
en este caso, el dominio de f es A = R? —{(1,0)}. Se puede ver que si nos acer-
camos al punto xg = (1, 0) por cualquier recta, el limite da uno. Demostraremos
que el XILIEO f(x) = 1. En efecto, sea £ > 0 dado, como

f(x,y):l—

(z—1)°y
y2

(z—1)°y°

<
(z—1)*+92|

|f($,y)_1|:‘ :‘(x—1)3y3‘§|(x—1,y)|6

resulta |f(z,y) — 1| < € si tomamos (z,y) tal que |(z — 1,y)| < €%, o sea si
elegimos § < 5.

Veamos ahora la nocién de limite de una sucesién de puntos de R™. Si in-
dicamos con {X}},y tal sucesion, explicitamos las n componentes de x;, escri-
biendo

xp = (a¥, ... 2F).

Definicién 7. Una sucesion {xx},y de puntos de R™ converge a x € R"
(se denota klim x; = x) si dado un € > 0 existe un entero k(e) tal que para
—00
cada k > k(e) se tiene que ||x; — x| < ¢
O equivalentemente, si k > k(e) entonces x;, € B(x,¢).

Anslogamente a la demostracién del Teorema 1 se puede probar el siguiente

Ejercicio 1. Demostrar que una sucesién x, = (zf,...,z%

x = (x1,...,&,) siy sélo si para cada j, 1 < j < n, vale que

) converge a

lim z¥ = Zj.
k—oo 7

Teorema 3. Sea C' un subconjunto de R". Las siguientes propiedades son
equivalentes



a) C es cerrado.

b) Si {Xi} ey € una sucesién de puntos de C' convergente a un punto x € R”
entonces x € C.

Demostracién. Supongamos que vale a). Sea {Xy}, y una sucesién de
puntos de C convergente a un punto x € R™. Sea A el complemento de C. Si x
no pertenece a C, pertenece a su complemento A, que es abierto. Por lo tanto
existe una bola B (x,r) contenida en A. En esa bola debe haber puntos de la
sucesion {Xy},cy (pues converge a X), pero eso es imposible porque todos los
xj pertenecen a C. Ahora supongamos que vale b), queremos probar que A es
abierto. Sea x en A. Si A no es abierto, para cada k € N, B (X, %) no esta
contenida en A, por lo tanto existe x; € B (x, %) N C. Entonces esta sucesion
{Xr},en converge a x y estd contenida en C, lo que implica que x € C'y esto
es una contradiccién.

3 Continuidad

Una vez definido el concepto de limite de funciones de varias variables, el con-
cepto de continuidad es natural

Definicién 8. Sea A C R™ ysea F': A — R™ Se dice que F' es continua
en un punto xg € A si Ve > 0 existe § > 0 tal que

x €A |[|x—xo|| <d=|F(x)— F(x0)| <e.

Se dice ademds que F' es continua en A si es continua en todo punto de A.

Nota. En el caso en que xq es un punto de acumulacién de A, F' es continua
en Xg siy sélo si
lim F(x) = F(xo).
X—X(
- Si xg es un punto aislado de A la condicién de continuidad se verifica
automaéticamente.

Sigue del Teorema 1 que una funcién a valores vectoriales F' = (f1, ..., fim)
es continua en un punto xo € A si y sélo si cada una de las f; es continua en
X0-

Teorema 4. Sean f,g: A — R, con A C R" continuas en un punto xg € A
entonces f+ gy fg son continuas en xg. También, si g(xqg) # 0, f/g es continua
en Xg.

La demostracién es totalmente andloga a la que se hace en el caso de una
variable.
Con respecto a la composicién tenemos el siguiente



Teorema 5. Sean F': A — R™, con A C R” continua en xg € A y sea
G : B — R* con B C R™. Supongamos que yo = F(x9) € B y que G es
continua en yo. Entonces Go F : AN F~1(B) — R* es continua en xq.
Demostracién. Como G es continua en yg, dado ¢ > 0 existe o > 0 tal
que
yeB, |y—vol <o=|[G(y) -Gyl <e.

También, por la continuidad de F' en xq, para ese o existe un 6 > 0 tal que
x €A, |[|x—x|| <d=||F(x)— F(x0)|| <o.

Tomamos ahora z € ANF~! (B) con ||x — X¢|| < d, entonces ||F(x) — F(xo)|| =
|IF'(x) — yol| < o. Pero como y = F(x) € B resulta |G (F(x)) — G (yo)| <€, 0
sea |G (F'(x)) — G (F(x0))|| < e.Y esa es la continuidad en x¢ de G o F.

Para decidir la continuidad de algunas funciones es 1til la siguiente

Proposicién 2. Sea el intervalo I CR y sea ¢ : I — R continua en I. Sea
ahora A = I x R*~! C R”, definimos F : A — R por

F(xy,.oyxy) = (7).

Entonces F' es continua en A.
Demostracion. Ejercicio.

Observamos que vale un resultado anédlogo, si cambiamos la primer variable
por cuaquier otra. O sea si F(z1,...,2n) = ¢(z;), 1 <j<n

Ejemplo 7. Sea f:R? — R dada por f(x,y) = sinx cosy. Escribimos f =
fifz donde fi(x,y) =sinz y fa(x,y) = cosy. Ambas funciones son continuas y
en virtud de la proposicién 2, su producto también lo es.

Ejemplo 8. Sea f:R? — R dada por

fla,y) = e,

escribimos f como la composicién f = ho g donde g(z,y) = xﬁ y h(t) = €.
Ya sabemos que g es continua en A = {(z,y) : y # 1}, ademds h es continua en
R luego f es continua en A.

3.1 Funciones continuas sobre conjuntos compactos

Definicién 9 Un subconjunto de R™ se dice compacto si es cerrado, acotado y
no vacio.

Teorema 6. (de Bolzano-Weierstrass). Sea {Xj},y una sucesiéon acotada
de puntos de R™. Entonces ella tiene una subsucesién convergente.



Esbozo de demostracién. Como este resultado es conocido en el caso
n = 1, se extrae de la sucesién de niimeros reales formada por las primeras com-
ponentes de {X}}, .y una subsucesién convergente, volvemos a R" tomamos la
nueva sucesién correspondiente a esos indices, extraemos de las segundas com-
ponentes una subsucesién convergente y asi seguimos hasta terminar el proceso.

El siguiente teorema es un resultado importante a la hora de buscar valores
méximos o minimos de funciones reales.

Teorema 7. (de Weierstrass) Sea f una funcién continua definida en un
subconjunto compacto K de R™, a valores reales. Entonces f alcanza su valor
méximo y su valor minimo sobre K.

Demostracién. Probaremos sélo la existencia del maximo. Sea

s = sup f(x).
xeK

En principio, s podria ser infinito. De todas formas se puede construir una
sucesion {xg},cy de puntos de K tal que

lim f(xg) = s.

k—o0
Como x;, € K, la sucesién {xy},.y es acotada, por lo tanto (Teorema 6) ella
peN convergente, digamos a x. Como K es cerrado,
el Teorema 3 asegura que x € K. Por la continuidad de f en x se tiene

Fx) = lim f(xy,) = s.

p—00

tiene una subsucesion {xkp}

La tltima igualdad sigue pues f(xz,) es una subsucesion de f(xx) y por lo tanto
tiene el mismo limite. Se concluye que s es finito y que

s = ineaf}((f(x)



